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ПРЕДИСЛОВИЕ. 

Уважаемые читатели! 
Данное учебное пособие содержит материал по теме 

«Предел и непрерывность функции одной переменной» в
объёме программы курса математического анализа для 
студентов первого курса факультета ВМК, как специалистов 
так и бакалавров. Предполагается, что читатель знаком � 
теорией вещественных чисел и последовательностей. 

В пособии 3 главы. В каждой главе своя двойная
нумерация определений, всех утверждений, а также задач, с
указанием номера параграфа. 

В первой и второй главах излагается теоретический 
материал по теме «Предел и непрерывность функции одной
переменной». Для лучшего восприятия материала мы
поместили несколько рисунков, примеров и замечаний, 
разъясняющих те или иные понятия и утверждения. 

В третьей главе помещены подборки задач по всем 
разделам первых двух глав. Наряду с вычислительными 
задачами, приводится ряд задач на доказательство. Мы 
полагаем, что их решение является одной из наиболее 
эффективных форм усвоения теоретического материала. При 
этом в каждом параграфе часть задач приводится с подробными 
решениями, а остальные даются ДJIЯ самостоятельной работы 
студентов. Все задачи снабжены ответами. 

Список литературы в конце пособия содержит учебники 
и задачники, которые использовались при составлении данного 
пособия, а также некоторые источники ДJIЯ дальнейшего 
знакомства с изложенными в пособии темами. 

Пособие предназначено, в первую очередь, ДJIЯ студентов 
первого курса факультета ВМК МГУ, а также для 
первокурсников других университетов, изучающих 
математический анализ. Мы надеемся, что оно окажется 
полезным как С'l)'дентам, так и преподавателям при изучении 
или преподавании данной темы. 

И.В.САДОВНИЧАЯ, Т.Н.ФОМЕНКО. 
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Глава 1. Предел функции.

§1. Понятие предела функции. 

Определение 1.1. Если ·х;аждому элементу х из мно­
жестваХ � � ставится в соответствие по известному 
за'х;ону f не'х;оторое {единственное) число у Е �. то гово­
рят, что на ммжестве Х задана фун:к;ци.я у = f ( х). 

Число х называется аргументом или (независц­
мой) переменной; .мно�жество Х Х 1 - обла­
стью определения фун'х;чии f; число у = f ( х) -
(ч-астным) зна'Чением фун'х;чии в точ'х;е х; множество 
У = f(X) = {f(x) 1 х Е Х} � � - обласmъю измене­
ния или .мно:;1сесmвом зна'Чений фун'х;чии f(x). Часто 
исполъзуются обозначения: Х = D f, У = Е f.

Графи-х:о.м фун-х:ции у = f(x) назъtвается .множе­
ство точе'х; плос'х;ости, абсчиссы 'х;Оторых равны допусти­
мым значениям аргумента х, а ординаты - соответ­
ствуюшим значениям фун'х;чии у, то ест·ь графи'/\, фун'х;­
чии f - это множество Г1 = {(х, f(x)) Е Х х Yjx Е Х}. 

Иначе говоря, отождествляя функцию f с ее графи­
ком Г f, можно понимать функцию как отображение, т.е. 
подмножество Г f произведенияХ х �такое, что Vx Е Х 
:З!(х, у) Е Г f � Х х �' где у = f(x) (определение отобра­
жения см., например, в [4]). 

Определение 1 .2. Пустъ а Е �� б > О. Множество 
U.,(a) \ {а} = (а- б, а) U (а, а+ б) будем называтъ про-х:о-

о 
лоmой д- о'К:ресmносmъю точ'х;и а и обозначатъ И б (а). 

Пусть функция у = f ( х) определена на множестве Х, 
а Е � - предельная точка Х. 

Опред�ление 1.3 (предел функции по Гейне) .  
Число Ь Е � называется пределом или пределънъtм
зид'Чением фунх:чии у = f(x) в точхе а, если для лю­
бой последователъности {хп}  аргументов фун'х;71,7J,и, та-
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'КОй, что { Xn} сходится 'К а при п -t +оо но х --,�._ ' n r- а 
\fп Е N, соответствующая последовате.л:ьпосrпъ {f(x )} 
значений фун'Кции сходится 'К Ь. n 

Определение 1 .4  (предел функции по Kow ) 
Числq Ь Е IR называется пределом или преде.лы-t=� 
зна-чением фун'Кции у = f(x) в точ'Х:е а, если для лю­
бого числа с > О найдется б = б(с) > О та'Х:ое, что дл.я

о 
любого х из множества И б ( а) n Х выполняется неравен­
ство /J(x)- Ь/ <с. 

Обозначения: lim f(x) = Ь или f(x) -t Ь.х-+а х_.а 
Теорема 1.1. Определения 1.3 и 1.4 Э'Квивалентны.
Доказательство. 1) Предположим, что выполнено 

определение предела по Коши. Выберем произвольную по­
следователыюсть { Xn} аргументов, такую, что { хп} схо­
дится к а ,  но Xn =1- а \fn Е N. Пусть с > О - некоторое
вещественное число. Тогда (в силу определения по Ко­
ши) существует положительное число б = б(с) такое, что 

о 
для любой точки х Е Иб (а) n Х выполнено неравенство
/f(x)..- Ь/ <с. Так как lim Xn = а  и Xn =1- а, то найдется. . п�+оо 
натуральный номер N = N(б) такой, что О< /хп- а/ <б,

о 
то есть х Е U5(a) n Х при всех n ;?: N. Значит, для лю-
бого n ;?: N выполняется неравенство jf(xп)- Ь/ < с, сле­
довательно, последовательность {f(хп)} сходится к Ь. Мы
показали, что, если выполнено определение предела функ­
ции по Коши, то выполнено и определение по Гейне. 

2) Предположим теперь, что определение по Коши не
выполнено. Это означает, что существует такое веществен­
ное число с > О, что для любого б Е IR найдется точ-

о 
ка х = Хб Е U5(a) n Х, для которой будет иметь место
неравенство /.f(x) - Ь/ ;?: с. Обозначим дп = 1/n для всех
n Е N. Получим, что для любого натурального n суще-­
ствует точка Xn Е Х такая, что О < /хп - а / < 1/n, но

б 

/.f ( Хп ) - Ь/ ;?: Е. Это означает, что последовательность { Xn}
аргументов сходится к а , но соответствующая последова­
тельность {.f(xn)} значений функции не сходится к Ь. Зна­
чит, число Ь не является пределом функции и в смысле 
определения по Гейне. О

Пример 1.1. 1) Рассмотрим фун'Кцию f(x)- = х.
Пустъ а Е IR. Тогда lim f(x) = а, та-х: -х:а-х: для лю-х�а 
бой последователыюсти { Хп} аргументов, та-х:ой, •тю 
lim Xn =а, будет выполнено: lim f(хп) = lim Xn = а.  п-+оо п�+оо n�+oo 

Выше определен предел функции как число Ь Е IR. 
Определим теперь понятие бесконечного предела. 

Определение 1.5 (по Гейне) . Предел фун-х:ции 
у = f(x) в точ-х:е а Е IR равен оо(+оо или -оо), если 
для любой последовательности { хп} аргументов фун-х:­
чии, mшx:O'il, что {хп} сходится 'Х: а при n ---> +оо, но 
Xn =1- а \fn Е N, соответствующая последователъностъ 
{f(хп)} значений фун'Кции стремится 'К оо (+оо или
-оо)). Обозначения: lim f(x) = оо(+оо или -оо) илих�а 
f(x) ---> оо(+оо или -оо). 

х-а 
Определение 1 .6 (по Коши) .  Преде.л фун-х:ции 

у = .f(x) в точ-х:е а равен оо (+оо ·или -оо), если д.1Lя 
любого чнсла с> О найдется б= б(с) >О та'Х:ое, что для 

о 
любого х нз множества U5(a) n Х вътолнено: /f(x)/ >с 
(J(x) >с нли .f(x) <-Е) . Обозначения: lim f(x) = оо ( +оох�а 
или -оо) или f(x) ---> оо (+оо или -оо). х�а 

ОпределениЯ 1.5 и 1.6 эквивалентны. Доказательство 
этого полностью аналогично доказательству теоремы 1. 1. 

Введем понятие правого (левого) предела функции. По­
требуем, чтобы для любого б > О множество (а, а +  б) n Х
( (а - д, а) n Х) содержало хотя бы один элемент. 

Определение 1.7 (по Гейне) .  Число Ь Е IR HЛ't.L 
Ь = оо, +оо, -оо, называется правъtм (левым} преде-
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лом фун:х:ции у = f(x) в то-ч.-х;е а Е IR, если дм любой 
последователъности { Xn} аргументов фyн-x;u,u:u., та-х;ой, 
-ч.то {xn} сходител -х;а и хn >а (xn <а) Vn Е N, соответ­
ствующая. последователъностъ {f(хп)} зна-ч.ений фун-х;­
u,ии сходител -х; Ь или, соответственно, -х; оо, +оо, -оо. 

Определение 1.8 (по Коши) . Число Ь Е ffi. (или
Ь = оо, +оо, -оо) называется. правым (левым,) преде­

лом фун-х;ции у = f(x) в то-ч.-х;е а, если дм любого 'Ч.исла 
Е> О найдетел -ч.исло д =  д(Е) >О та-х;ое, -ч.то для. любого 
х из множества (а , а +  д) n Х ( (а - д, а) n Х) вътолня.ется. 
lf(x)- Ь/ <Е (или jf(x)l >Е, f(x) >Е, f(x) < -Е).

Обозначения: f(a±O) = lim f(x) = Ь или f(x) --+± Ь. • х-.а±О х->а О 
Определения 1.7 и 1.8 эквивалентны. 
Из определений предела по Коши сразу следует 
Утверждение 1.1. Пустъ фун-х;u,ия. f(x) определена в 

про'х:олотой о'х:рестности точ'х:и а Е IR. Тогда 

liш f ( х) = Ь {::? Х->а lim f(x) = liш f(x) = Ь. х->а-0 х->а+О 

Теперь введем понятие предела функции при х --+ а в 
случае, когда а является не числом, а символической бес­
конечно удаленной точкой (то есть одной из точек оо, +оо, 
-оо) .  Напомним, что д-окрестности таких точек опре­
деляются как множества Ur5(oo) = (-оо,-д) U (д,+оо), 
U6(+oo) = (д,+оо), U6(-oo) = (-оо,-д), д> О. Очевид­
но, что в этом случае проколотые окрестности совпадают 

о о 
с обычными, то есть: Ur5(oo) = Ur5(oo), Иб (+оо) = Ио(+оо), о 
и 6 (-00 ) = и б (-00) . Дадим определение предела в случае
бесконечной точки а .  

Определение 1.9 (по Гейне) . Число Ь Е 1R или
Ь = оо( +оо, - оо) называется пределом фун-х;-ц'шJ, у= f(x) 
при х -t оо, (х ----'-+ +оо,х --+ -оо), если для. любой по­
следователъности { xn} аргументов фун-х;u,ии, та'х:оu, -ч.то 
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lim Xn = оо ( lim Xn = +оо, lim Xn = -оо), соответ-n->+оо n->+oo n->+oo 
ствующая. последователъностъ {f(xn)} значений фун'х:­
u,ии сходится 'х: Ь или 'х: оо( +оо, -оо). 

Определение 1.10 (по Коши) . Число Ь Е 1R или
Ь = оо, +оо, -оо называется пределом фун-х;u,ии у= f(x) 
при х --+ оо, (х --+ +оо, х --+ -оо), если для. любого чис­
ла Е > О найдется число А = А(Е) > О та-х;ое, что для 
любого х Е Х, для -х;оторого lxl > А (х > А, х < -А), 
выполня.ется неравежтво jf(x) - Ьl < Е или lf(x)l > Е, 
f(x) >Е, f(x) <-Е. 

Обозначения: lim f(x) = Ь ( lim f(x) = Ь, Х->00 Х->+ОО 
lim f(x) = Ь) или f(x) --+ Ь (f(x) --+ Ь, f(x) --+ 'Ь). х-�--оо х---.оо х_,.+оо х�-оо 

Определения 1.9 и 1.10 эквивалентны. 
Объединяя все вышесказанное, можно дать общее опре­

деление предела функции в точке (конечной или бесконеч­
ной) в терминах окрестностей: 

Определение 1.11. Пустъ -х;аждая из точе'х: а, Ь при­
надлежит вещественной прямой или является бес'х:онеч­
но удаленной точ'х:ой. Говоря.т, что предел фун'х:u,ии f(x) 
при х ,  стремящемся -х; а, равен Ь, если для Любого Е > О 
найдется та 'к: о е д = д (Е), -ч.то для любого х из м ноже-

о 
ства U6(a) n Х выполнено: f(x) Е U<:(b) (здесъ Х - об-
ластъ определения фун'х:u,ии f(x), а - пределъная то-ч.-х;а 
Х). 

Пусть теперь Ь Е IR, а - предельная точка множества 
Х (конечная или бесконечная). Иногда бывает полезно ис­
пользовать следующие определения: 

Определение 1.12 (по Гейне) . Если для любой по­
следователъности { хп} аргументов фун'х:u,ии, та-х;ой, -ч.то 
liш Xn = а, Xn =j:. а, соответствующая последова­n->+оо 

телъностъ {J(xn)} зна-ч.ений фун-х;ции сходител -х; Ь и 
при этом f(xn) > Ь (f(xn) < Ь) Vn Е N, то пишут: 
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lim f ( х) = Ь + О ( lim f ( х) = Ь - О) . 
х�а х--+а 

Определение 1.13 (по Коши) . Говорят, что 
lim f(x)  = Ь + О  (lim f(x) = Ь - 0), если для любого чис-
х�а х�а 
ла Е > О nа:uдется б = б(с) > О та:х:ое, что для любого 

о 
х Е И б ( а) n Х в·ыполnяются nеравежтва О < f(x)- Ь <Е 
(О < Ь- f(x) <с). 

Определения 1.12 и 1.13 эквивалентны. Доказательство 
этого факта аналогично общему случаю. 

Определение 1.14. Фун:х:чия у = f(x) удовлетво­
ряет в точ-х:е а условию Коши, если для любого чис­
ла с > О nаuдется б = б(Е) > О та-х:ое, что для лю-

о 
бых точе-х: х1, х" Е И б (а) n Х имеет Jvtecтo nеравеnство 
!f (x1)- f(x")! <с. 

Теорема 1.2 (критерий Коши существования пре­
дела функции в точке) . Фунr.:чи.я. у = f ( х) имеет в 
точ-х:е а r.;oneчныil предел тогда и толъ-х:о тогда, -х:огда ona 
удовлетворяет в этоi1 точ-х:е условию Коши. 

Доказательство. Необходимостъ. Пусть lim f(x) = Ь. 
х-->а 

Тогда найдется такое число б = б(с) > О, что для лю-
о 

бой точки х из множества И б (а) n Х будет выполнено 
о 

неравенство: !f(x) - Ь! < с/2. Пусть х1, х" Е И б ( а) n Х .  
Тогда !f(x1) - f(x")! = !f(x1)  - Ь + Ь - f(x")! � 
� !f (x1)- bJ + !f (x")- bJ < с/2 + с/2 =с, то есть функция 
f ( х) удовлетворяет условию Коши в точке а. 

Достаточnостъ. Проведем доказательство для случая 
а Е ]R. (случай бешонечно удаленной точки а рассматри­
вается аналогично). Предположим, что функция f(x) удо­
влетворяет условию Коши в точке а. Выберем последо­
вательность { хп} аргументов, такую, что lim Xn = а, n-->+ao 
Xn =!= а. Тогда найдется такой номер N = N(J), что 
для любого натурального n � N и любого натурально-
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гор будут выполняться неравенства: О < !хп - a J < J, 
О < !xn+p - а! < б. В силу условия Коши имеем: 
!f(xn+p) - f(хп)! < с при всех n � N и р Е N. Но это 
означает, что числовая последовательность {f(хп ) }  явля­
ется фундаментальной. Следовательно, она сходится. 

Итак, мы показали, что для любой последовательности 
{ Xn} аргументов, такой, что lim Xn = а ,  Xn =/= а, соот-n-->+оо 
ветствующая последовательность значений функции име-
ет предел. Докажем, что этот Liредел не зависит от выбо­
ра последовательности {xn} · Пусть {х� } ,  {х�} - две раз­
личные последовательности аргументов f ( х) , удовлетво-

1. 1 1 -/.. l' 11 ряющие условиям: lffi xn = а, xn 1 а; lffi xn = а, n-->+ao п-+ао 
х� =1= а. Тогда существует lim f (x�) = Ь1 и суще-п-+оо 
ствует lim f(x�)  = Ь" . Рассмотрим последовательность n-->+ao · 
{хп} = {х� , х�, х�, х�, . . .  , х�,х��, . . .  }. Очевидно, что она 
стремится к а при n --+ +оо, и при этом Xn =/= а. 
Значит, последовательность { f ( Xn) } сходится. Обозначим 
lim f(хп) = Ь. Так как последовательности {f(x� ) } ,  n-->+ao 

{! ( <) } являются подпоследовательностями сходящейся 
последовательности {J(хп ) } ,  то они должны сходиться к 
тому же самому пределу. Значит, Ь1 = Ь" = Ь. Мы пока­
зали, что предел последовательности значений функции 
не зависит от выбора соответствующей последовательно­
сти ее аргументов. Это означает, что функция f(x) имеет 
предел в точке а. О 

Теорема 1 .3. Пустъ фунпчии f(x) и g(x) задаnы на 
множест,ве Х, а - пределъnая точпа .мно;жества Х (к:о­
нечна.я. или беспонечная), lim f (x) = Ь, lim g(x) =с (Ь, с -

понечnые числа) . 
х--+а Х-4а 

Тогда lim (J(x) ± g(x) )  = Ь ±с, lim (J(x) · g(x) )  = Ь ·с, х-а х-->а 

ll·m f(x) = � ( _;_ ) в r:.луч.ае, если с =r- О . 
х-->а g(x) С 
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Доказательство.  Пусть { хп} - последовательность 
точек множества Х, такая, что lim Xn а, Xn /= а. n->+oo 
Тогда lim f(хп) = Ь, lim g(хп) = с. Значит (по n->+oo n->+oo 
теореме об арифметических операциях над сходящими-
ся последовательностями) ,  lim (J(хп) ± g(хп)) = Ь ± с, n->+oo 

lim (J(хп) · g(хп)) = Ь · с. Если с/= О ,  то, начиная с неко-
n->+оо 

f(xn) Ь 
торого номера, g(xn) /= О и lim -

( 
-

) 
= -. Но это озна-

п-.+оо g Xn С 
чает, в силу определения предела функции по Гейне, что 

lim(J(x)±g(x)) = Ь± с , lim (f(x) ·g(x)) = Ь · с , lim 
J

(
(x

)
) = � 

х-+а х->а х-+а g Х С 
(при с/= 0). О 

Определение 1. 15. Пустъ фун:кл�ия х = tp(t) за­
дана на .мноDiсестве Т; Х - .м:ножество ее зна"iениu. 
Если на .множестве Х задана фунпция у = f(x), 
то говорят, 'Что на Т определена СЛО:JIС'НдЯ фун,-к;ция 

у =  j(tp(t)) =(!о 'P)(t) (фун'К:цию f о 'Р называют тапже 
-к;о.мпозицией фун'К:циu f и 'Р ). 

Замечание 1.1. Можно было бы ожидать, что спра­
ведливо следующее утверждение: если lim tp(t) = ха t-+to 
lim f ( х) = l, то lim f ( 'Р ( t) ) = l. Такое утверждение спра-х-+хо t-+to 
ведливо, например, для непрерывных функций (см. теоре­
му 1.2 главы 2). Однако в общем случае подобная теорема 
неверна. 

Пример 1.2. Пустъ f(x) = О при х 1= О и f(O) = 1; 
tp(t) =О. Тогда limtp(t) =О, limf(x) =О, limj(tp(t)) = 1. t-+a Х-+а t-+a . 

Тем не менее, справедливо следующее утверждение. 
Теорема 1.4. Пустъ lim tp(t) = ха, lim f(x) = f(xa). t-+to х-+хо 

Тогда lim J(tp(t)) = f(xa). t->to 
Доказательство. Возьмем Произвольное Е > О. По 

определению предела существует 51 = 51 (Е) > О такое, что 
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о 
для всех х Е U01 (ха) выполнено: IJ(x)-f(xa)l < Е. Далее, 
существует 5 = 5(51) > О такое, что jtp(t) - xal < 51 при 

о . о 
всех t Е Ио(tа). Но тогда получаем, что Vt Е U6 ( ta ) спра-
ведливо неравенство IJ(tp(t))-f(xa)l < Е. Это и означает, 
что lim j(tp(t)) = f(x0). О t->to 

Теорема 1.5. Пустъ фун·к;ции f(x), g(x) определены на 
множестве Х, а - пределъна.я точпа Х, lim J(x) = Ь, х--+а 
lim g(x) = с. Если существует та'l'(;ое 'Число 5 > О, 'Что х-+а 

о 
при всех х из .множества И0(а)nХ вътолняется неравен-
ство f(x) � g(x), то оно сохраняется и в пределе: Ь �с. 

Доказательство. Пусть { xn} - последовательность 
точек множества Х, такая, что lim Xn =а, Xn /=а. Тогда n-++oo 
найдется такое натуральное число N = N( 5), что для всех 

о 
п � N выполнено: Xn Е Иа ( а) n Х. Значит, f(xn) � g(xn) 
Vп � N, следовательно, Ь = lim f(хп) � lim g(хп) = с n--++oo n--++oo 
(по теореме о предельном переходе в неравенствах для по-
следовательностей) .  О 

Замечание 1.2. Если f(x) > g(x), то в пределе воз­
можно равенство: Ь = с. Например , пусть f(x) = 1/х, 
g(x) = 1/(х + 1). Тогда J(x) > g(x) при х > О, но 

lim J(x) = lim g(x) =О. х->+оо х->+оо 
Теорема 1.6. Пустъ фун'К:ции f(x), g(x), h(x) опреде­

лены на .множестве Х, а - пределыъая то"i'К:а Х, причем 
lim J(x) = lim g(x) = Ь. Если существует тапое 'Число х--+а х--+а 

о 
5 > О, 'Что при всех х из .множества U6(a) n Х выполня-
ется двойное неравенство f(x) � h(x) � g(x), то суще­
ствует lim h(x) = Ь. х->а 

Доказательство. Пусть { xn} - последовательность 
точек множества Х, такая, что lim Xn = а, Xn /= а. То­п-.+оо 
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гда lim f(xn) = lim g(xn) = Ь и найдется такое на-n-++оо n-++oo 
туральное N = N (б), что для всех п ) N выполнено: 
f(xn) � h(xn) � g (хп) .  Значит, по теореме о предельном 
переходе в двойном неравенстве для последовательностей , 
последовательность {11-(хп)} сходится и lim h(xn) = Ь. n->+oo 
Согласно определению предела функции по Гейне, это 
означает, что lim h(x) = Ь. О 

х-->а 

Определение 1.16 . Пустъ фун'Ки,ия f(x) определепа 
на .мпожестве Х, А � Х.  Фун?Си,ия f(x) ограни-че­
на сверху (снизу) па множестве А,  если существу­
ет постояпная М Е JR (т Е JR) тшх:а.я., что f ( х) � М 
(f(x) ) т) при всех х Е А. Числа М и т называются со­
ответственно верхней и ни:J�Сней гранями фун'Ки,ии 
f(x) на .множестве А .  Если фун'Ки,ия f(x) ограни"iена на 
.множестве А и сверху, и спизу, то она называется огра­
ни-ченной на .мно:JJсестве А. 

Теорема 1.7. Пустъ фун'Ки,ия у = f(x) определе­
на на .множестве Х и существует ?CO'Нe"inъtu предел 
lim f(x) = Ь. Тогда найдется та'Кое д >  О, "iто f(x) огра-
х-->а 
ничена на .мно:жестве U0 (а) n Х. 

Доказательство. Если lim f(x) = Ь, то найдется д >  О 
х-+а 

о 
такое, что при всех х Е U0(a) nX выполнено: lf(x) - bl < 1, 
что равносильно Ь - 1 < f ( х) < Ь + 1. Если точка а не 
принадлежит множеству Х, то получаем, что при всех х из 
U0(a) nX имеет место двойное неравенство т� f(x) �.М, 
где т =  Ь- 1, М= Ь + 1. Если же точка а принадлежит 
множеству Х, то при всех х из U0(a) nX будет иметь место 
неравенство т1 � f(x) � М1, где т1 = min{f(a) , Ь- 1}, 
М1 = max{f(a) , Ь + i}. И в том, и в другом случае f (x)  
ограничена на множестве U8 (а) n Х. О 
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§2. Бесконечно малые и бесконечно большие 
функции. Асимптотическое сравнение функций. 

Иногда требуется исследовать поведение функции f (x) 
в проколотой окрестности заданной точки (конечной или 
бесконечной) . Такое поведение называют асимптотиче­
ским. Для исследования асимптотического поведения 
данной функции проводят сравнение ее с асимптотиче­
ским поведением (в той же окрестности) другой, более 
простой или лучше изученной функции. Подобное асимп­
тотическое сравнение мы будем рассматривать ниже. Всю­
ду в этом параграфе будем предполагать, что точка а ли­
бо конечная (то есть а Е JR), либо бесконечная (то есть 
а = оо, а = -оо,а = +оо) .  

Определение 2.1. Фун'Ки,ия а(х) называется бес'К',О­
не-чно .малой в то"i'Ке а, если lim а(х) = О  . 

х->а 
Обозначение: а(х) = 8(1), х _......а. Читается: функция а(х) 
есть о-малое от единицы при х, стремящемся к а .  

Ас·и.мптоти"iес'Кое сравнение фун'Ки,иu. 

Определение 2.2. Пустъ фун'Ки,ии f(x) и g(x) опреде­
лены в про'Колотоu д-о'Крестности то"i?Си а для не'Кото-

о 
рого д > О и пустъ f(x) = a(x)g(x) при всех х Е U8(a), 
где а(х) - не?Соторая фун'Ки,ия. Тогда 
1) Если а(х) = 8(1) при х _...... а, то говорят, "iто 
f(xl = o(g(x) )  (f(x) ест:ь о-малое от g(x)) np11. х _......а; 

о 
2) Если а(х) ограни-ч,ена в И8(а), то говорят, "iто 
f(x) = O(g(x) )  (f(x) естъ о-болъшое от g(х)) при х _......а. 

о 
В "iастности, если са.ма фун'Ки,ия f(x') ограничена в U8( a), 
то говорят, "imo .f(x) = 0(1) (J(x) естъ о-болъwое от 
единии,ы) при х _...... а; 
3) Если су·щест".вует lim а(х) = k =f. О, то говорят, 'l'mo 

х-+а 
f(x) = O*(g(x) ) (f(x) естъ о-болъшое со звездО'Ч'К',Ой 
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от g(x)) при х----+ а; 
4) Если существует lim а( х) = 1, то фун:к:v,ип f(x) и 

х-->а 

g(x) 'liазываются э-к:вивале'1-tт'1-tъt.мu в то'Ч,'/\:е а. Пишут 
f(x) rv g(x), х ----7 а. 

о 
Если g(x) =/:- О в U8(a), то можно переформулировать 

f(x) 
предыдущее определение, полагая а( х) = 

g(x)
. 

Определение 2.3. Пустъ фy'li'ICV,Шt f(x) и g(x) опреде­
ле'liы в про'IСолотой о-о'IСрест'liости то'Ч,'�Си а для 'lie'ICoтo­
poгo о > О. Тогда 

1) Если lim 
f

(
(x

)
) 

= О, то f(x) = o(g(x)) при х----+ а; 
х-->а g Х 

f(x) о 
2) Если фун'IСи,ия 

g(x) 
ограни'Ч,е'liа при всех х Е Иб(а), то 

говорят, 'Ч,то f(x) = O(g(x)) при х ----+ а. В 'Ч,аСт'liост·и, 
если g(x) = 1, то естъ если сама фун'�Сция f(x) ограни'Ч,е-

о 
на в Иб(а), то говорят, 'Ч,то f(x) = 0(1) при х----+ а; 

3) Если существует lim 
f

(
(x

)
) 

= k =/:-О, то f(x) = O*(g(x)) 
х-->а g Х . при х ----+ а; 

f(x) 
-

4) Если существует lim -
( 

-
) 

= 1, то f(x) rv g(x), х----+ а. 
х-->а g Х 

Следующее утверждение читатели легко докажут само­
стоятельно. 

Утверждение 2.1. Пустъ фун'IСv,ии f(x) и g(x) опреде­
ле'liы в 'lie'ICoтopou про'IСолотой о'IСрестности то'Ч,'�Си а. То­
гда 1) j(x) rv g(x) nри Х ----+ а в том U rrLOЛ'b'/\;0 в том 
слу'Ч,ае, 'IСогда f(x)-g(x) = o(g(x)) = o( f(x)) при х---> а. 
2) Если f(x) = O*(g(x)) при х----+ а, то f(x) = O(g(x)) при 

х ----+ а. 
Замечание 2. 1 .  Аналогично определяется сравнение 

функций в точке а справа (слева). Для этого во всех пунк­
тах 1)-4) определений 2.2 и 2.3 достаточно заменить сим­
вол lim на символ lim (или соответственно на lim ) . Х--+а Х--+а+О Х-->а-0 
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Бec'!Co'lie'Ч,'IiO малые и бec'!Co'lie'Ч,'/iO болъшие фу'ii'!СV,ии. 

Пусть функции а( х), j3(x) определены в проколотой 
окрестности точки а; а( х) = о(1); /З(х) = 8(1), х----+ а. 

Определение 2.4. Если а(х) = o(f3(x)) при х ----+ а ,  то 
говорят, 'Ч,тО фу7i'/\:V,ия а(х) является в то'Ч,'/\:е а бес'К".о­
'1-tе'Ч'J-tо .малой более высо-к:ого пор.яд-к:а, 'Ч,ем /3( х). 

Определение 2.5 .  Фy'li'I\:V,ии а(х) и /З(х) являются в 
тО'Ч,'IСе а бес-к:оне'Ч'J-tО .малыми од'J-tого пор.яд'К".а, если су­
ществуют С1 > О, С2 > О: C1la(x)l � 1/З( х)l � C2la(x)l 

о 
при всех х Е Иб(а). В 'Ч,аСт'liости, это верно, если суще-
ствует та'IСая фу7i'!СV,ия 1(х) = о(1) при х ----+ а, и посто-

о 
ян'liая С =/:- О, 'Ч,то а(х) = /З(х)(С + 1(х)) при х Е Иб(а), 

о 
то естъ а(х) = 0*(/З(х)). Если /З(х) =/:- О при х Е Иб(а), 
то полу'Ч,аем, �tто lim fЗа(

(х)
) = С =/:- О. 

х�а х 
Определение 2.6. Бес'IСО'I-lечно малые фун'IСv,uи а(х) 

и /З(х) являются э'К".вuвале'1-tт'1-tы.ми в moч'ICe а ,  если 
а(х) rv j3(x), х---> а. 

Определение 2. 7_ Фун'�Сци.я А ( х) называется бес'К".о­
'1-tе'Ч'J-tО болъшоu в то'Ч-к:е а ,  если lim А(х) = оо . 

х-+а 
о 

Пусть функции А(х), В(х) определены в Иб(а) (о > О) 
и являются бесконечно большими в точке а. 

Определение 2.8. Фун'IСv,ия А(х) имеет в точ'!Се а бо­
лее высо-к:иu порядо-к: роста, 'Ч,е.м, фy'li'ICV,ия В ( х), если 
фy'li'ICV,ия ��:� является бec'ICo'lie'Ч,'I-tO болъшой в точ'IСе а. 

Определение 2.9. Фун'IСчии А(х) и В(х) имеют в 
moч'ICe а oдu'J-ta-к:oвыil пор.ядо'К". роста, если существуют 

о 
cl > о, с2 > 0 : CliA(x)l � IB(x)l � C2IA(x)l, х Е Иб(а). в 
·ч.асrпности, это вер·но , ec./1/U, lim ВА((х)) =С=/:- О. 

х-+а х 
Замечание 2.2. Аналогично определяют и сравнивают 

бесконечно малые и бесконечно большие функции в точке 



а справа (слева) . Для этого достаточно в определениях 2.4 
- 2.9 вместо х ----t а всюду написать х ----t а+ О (х ----t а-О) и 
вместо фразы «В точке а» - «В точке а справа (слева)». 

Определение 2.10. Говор.ят, что фун:х;чия g(x) .яв­
ляется главной 'Ч.астъю (главным 'Членом) фунr.;и,ии 

о 
f(x) при х ----t а, если для всех х Е U0(a), б> О, выполнено: 
f(x) = g(x) (1 + а(х)) ,  где а(х) = о(1) при х ----t а (другими 
словами, если f(x) rv g(x), х ----t а). 
Обычно рассматривают задачу об отыскании главного 
члена f ( х) в заданном виде (например, в виде С ха, С/ ха, 
где С Е IR., а Е IR., и т.п. ) . 

Рассмотрим свойства бесконечно малых функций. 
Теорема 2.1. Пустъ фунr.;чии а(х) , (З(х) , r(x) опре­

делены на .множестве Х, а - пределъная точr.;а Х; при 
это.м пустъ а(х) = о(1) , (З(х) = о(1), r(x) = 0(1) , 
х ----t а. Тогда (а(х) ± (З(х) ) = о(1), (а(х) · (З(х)) = о(1), 
(а(х) · r(x)) = о(1), х ----t а. 

Доказательство. Пусть { Xn} - последовательность 
точек множества Х, причем lim Xn = а, Xn =1- а. Тогда n--->+oo 
{а(хп)}, {(З(хп)}  - бесконечно малые последовательно-
сти, { r(xn)} - ограниченная. Значит, последовательности 
{ а(хп) ±(З(хп)}, { а(хп) · (З(хп)}, { а(хп) ·r(xn)}  - таюке бес­
конечно малые. Отсюда и из определения предела функ­
ции по Гейне следует утверждение теоремы. D 
Доказательство следующей теоремы предоставляем чита­
телю в качестве несложного упражнения. 

Теорема 2.2. Пустъ а - пределъная то'Чr.;а .множе­
ства Х. Тогда 1) если фунr.;и,ия А( х) определена на Х и 
является бесr.;оне'Чно болъшоu при х ----t а, то фунr.;чия 
а(х) = 1/ А(х) - бесr.;оне'Чно .малая при х ----t а. 2) Ес­
ли фунr.;чия а(х) опреде.лена ·на Х ·и .являет.ся. бескт-t.е·ч,но 

о 
.малой в rпоч:к;е а, приче.м а( х) =1- О при х Е Х n И 6 (а), rno 
фунr.;и,ия. А(х) = 1/а(х) - бесr.;оне'Чно болъшая при х ----t а. 
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Глава 2. Непрерывность функции. 

§ 1. Понятие непрерывности. Локальные свойства 
непрерывных функций. 

Пусть функция f ( х) определена на множестве Х, 
а Е Х, а - предельная точка Х. 

Определение 1. 1 (формальное) . Фунr.;и,ия J(x) на­
зывается непрер'Ывной в точr.;е а, если ее предел в то'Ч­
r.;е а существует и совпадает с ее 'Частным зн.а'Чение.м в 
этой то'Чr.;е, то естъ lim f ( х) = J( а). х--->а 

Определение 1.2 (по Гейне).  Фунr.;ция. J(x) назы­
вается. непрерывной в rno'Чr.;e а, если для. любой после­
дователъности {хп} аргументов фунr.;и,ии, тar.;ou, 'Что 
lim Xn = а, соответствующая. последователъностъ n--->+oo . 

{f ( хп)} зна'Чениu фунr.;и,ии сходится. r.; f (а). 
Определение 1.3 (по Коши). Фунr.;чия f(x) назы­

вается. непрерывной в то'Чr.;е а, если для любого Е > О 
найдется таr.;ое 'Число б = б(Е) > О, 'Что для. всех то'Чеr.; 
х из .множества в.,(а) n х будет въtпо.лнено неравенство 
lf(x)- f(a)l < Е. 

Очевидно, Ч'ГО определения 1.1-1.3 эквивалентны (это 
сразу следует из эквивалентности определений предела 
функции по Коши и по Гейне) . 

Замечание 1.1. Заметим, что, в отличие от определе­
ния 1.1, определения 1.2 и 1.3 остаются в силе и тогда, 
когда точка а принадлежит Х, но не является предельной 
для Х. Согласно им, функция всегда является непрерыв­
ной в точке а Е Х, если а - изолированная точка множе-

о 
ства Х, то есть существует Е > О такое, что В е (а) n Х = (/) 
(Х- область определения функции) . Тем не менее, чаще 
всего понятие непрерывности рассматривается в случае, 
когда а - предельная точка множества Х. 
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Определение 1.4. Пустъ а -предельная то'Ч?Са мно­
:ж:естваХn(а, +оо) {илиХn(-оо, а)). Фую�:чня у  = f(x) 
называется непрерывной в то·�?Се а справа (слева) , ес­
ли существует lim f(x) = f(a) ( lim f(x) = J(a)) Х-+а+О Х-+а-0 

Утверждение 1.1. Ес.ли а является предельной то'Ч­
?Соu ?Саждого из (непустых) множеств ( -оо, а] n Х, 

Х n [а, +оо), где Х - областъ определ.ення J( х ) , то фун·�<;­
чия f ( х) непрерывна в то'Ч?Се а тогда и толъ?Со тогда,
?Согда она непреръtвна в то'Ч?Се а н справа, н слева. 

Доказательство сразу следует из определения непре­
рывности функции. 

Определение 1.5. Пусть фун?С'Ц'l.lЯ у= J(x) определе­
на па множестве Х, а - предельная то'Ч?Са Х. Предпо­
ложим та?Сже, 'Что либо а Е Х, либо то'Ч?Са а является 
предельной 'J<;OX для М'IЮ�J/Сества Х n ( -00, а), та�; и для 
множества Х n (а, +оо) . В этих предположениях то'Ч­
?Са а называется то·ч:к:оu разрыва фун?С'Ции f ( х) , ес.ли
фун?С'Ция f ( х) не является непрерывной в то'Ч?Се а .  

Определение 1.6. Фун?С'Ция у= f(x) непрерывна на 
.мно::нсестве М � Х, если она непрерывна в ?Саждой 
точ?Се х Е М.

Если не все точки множества М входят в него с пекото­
рой окрестностью, то это определение немного меняется, 
например: 

Определение 1.7. Фун?С'Ция у= f(x) непреръtвна на 
сегменте [а, Ь], если она непрерывна в ?Саждой то'Ч?Се ин­
тервала (а, Ь) и, ?Сраме того, непрерывна в то'Ч?Се а справа 
и в то'Ч?Се Ь слева. 

Теорема 1. 1. Пусть фун?С'Ции f(x), g(x) определены на 
множестве Х и непрерывнъt в то'Ч?Се а Е Х, Тогда фунr;;­
чии f(x) ± g(x), f(x) · g(x) непреръtвны в то'Ч?Се а и, если 

j(x) 
g(a) #-О, то фун?С'Ция 

g(x) 
непрерывна в точ?Се а .
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Доказательство. Так как по условию 
lim J(x) = f(a), lim g(x) = g(a), то получаем, что х�а х�а 
lim (J(x) ± g(x)) = f(a) ± g(a), lim (J(x) · g(x)) = f(a) · g(a)х�а х�а 
и, в случае g(a) #-О, lim 

f
(
(x

)

) = f
(
(a

)
)
. Далее воспользуем-

х-+а g х g а 
ся формальным определением непрерывности функции. 
о 

Классифихшция точех разрыва.

у 

1 
1 
1 
1 1 

-------+ 

Рис. 1: Устранимый разрыв. f(x0- О) = J(x0 +О) = Ь #
# f(xo) =а. 

1) Точка разрыва х0 функции f(x) называется точкой 
устранимого разрыва, если lim f ( х) существует и ко-

х-+хо 
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нечен, но lim f(x) i= f(x0), или значение f(xo) не опреде-
х-->хо 

лен о .  

у 

i ______ _. 
1 

о х 

Рис. 2: Разрыв I рода (неустранимый) . f(xo - О) а < 
< f(xo) = Ь < f(xo + О) =с.

2 )  Точка разрыва х0 функции f(x) называется точ­
кой разрыва первого рода, если односторонние пре­
делы .f(x0 + О) = lim f(x) и f(xo - О) = lim f(x)

Х-->Хо+О Х-->Хо-0 
существуют и конечны, но lim f(x) i= lim f(x). 

Х--+З.:о +0 X--tXO -0 
Замечание 1.2. Часто в литературе выделяют только 

два основных типа точек разрыва - первого рода ( суще­
ствуют конечные пределы f(xo +О) и f(xo-О)) и второго 
рода (все остальные); при этом разрывы первого рода де­
лятся на устранимые и неустранимые (скачки) . По
этому поводу, см. ,  например, [4], [5]. 
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Рис. 3: Разрыв II рода. f(xo-О)= +оо; .f(xo + О) = -оо. 

3) Точка разрыва х0 функции f(x) называется точкой 
разрыва второго рода, если хотя бы один из односторон­
них пределов f(x0+0) = lim f(x), f(x0-0) = lim f(x)

x--txo+O х-->хо-0 
не существует или равен бесконечности.

На рисунке 4 схематически изображен график функции ( ) { siп (l) ,
g х = х 

х, 

х>О 

х � о. 
Для нее lim g(x) = g(O) =О; lim g(x) не существует.

х--+0-0 х--+0+0 
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х 

Рис. 4: Разрыв II рода. g( -0) = g(O) =О; g( +О)- не суще­
ствует. 

Лопалъные свойства непрерывных фунпчий.

Теорема 1.2 (непрерывность сложной функции).  
Е ел и функчия х = rp ( t) непрерывна в rnoч'X:e а ,  а фун'Х:­
ция у = !( х) неnрерывна в то-ч,ке Ь = rp( а), то сложная
функчия 1 у = f ( rp( t)) также непрерывна в то-ч,ке а . 

Доказательство. Пусть { tn}- последовательность то­
чек множества Т, такая ,  что liш t11 = а. Так как функцияn�+oo 
х = rp(t) непрерывна в точке а,  то х11 = rp(tп) -t rp(a) = Ь 
при n -t +оо. Но функция у = f(x) непрерывна в точке 
Ь = rp(a), следовательно, lim f(x11) = f(b). Мы получили,n-++oo 
что для любой последовательности { tп} аргументов, для 

1понятие сложной функции вве;(ено в главе 1, опрс;(сление 1.15 
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которой lim tn =а, выполнено: lim f(rp(tп)) = f(rp(a)).п�+оо п�+оо 
Значит, функция у =  f(rp(t)) непрерывна в точке а . О

Теорема 1. 3 .  (локальная ограниченность непре­
рывной функции) .  Если фу·н:х;цuя у = f(x) непрерывна 
в то-ч,ке а, то она ограни-ч,ена на мно;нсестве В6(а) n Х
для некоторого б > О. 

Доказательство вытекает непосредственно из опреде­
ления непрерывности функции в точке и теоремы 2.4 гла­
вы 1. 

Теорема 1.4 (устойчивость знака функции, 
непрерывной в точке) . Пустъ функция у= f(x) опре­
делена на множестве Х и непрерывна в то-ч,ке а .  Если 
!(а) > О (!(а) < 0), то найдется такое б > О, -ч,то
f(x) >О (f(x) <О) для все.т х Е В6(а) n Х.

Доказательство. Так как f(x) ненрерывна в точке а, 
то для любого с > О существует б = б (с) > О такое, что
при всех х Е В&(а) n Х выполнено: /f(x) - f(a)/ < Е, 
что равносильно f(a) - Е < f(x) < f(a) + Е. Положим
с = /f(a)//2 > О. Тогда 

!(а) -/f(a)// 2  < f(x) < f(a) + /f(a)//2 <=? 

-'--" {О< f(
2
a) 

< j'(x) < 3f
2
(a)

' f(a) >О,
.,...". х Е В&( а) nX.D3f�a) < j'(x) < f�a) <О, f(a) < О

§2. Глобальные свойства непрерывных функций. 

Обозначим через С[ а, Ь] класс функций, непрерывных 
на сег111енте [а, Ь] и изучим некоторые свойства функций 
из этого класса. 

Теорема 2.1. Пустъ функция f(x) непрерывна на сег­.мешпе [а, Ь] ·и, f(a) · f(b) <О. Тогда ?tлйдется rпа:к:ая rпо'Ч:к:а
с Е (а, Ь), что f(c) =О. 
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Доказательство. Не ограничивая общности, мо­
жем считать ,  что f(a) < О, f(b) > О. Пусть 
А = {х Е [а, Ь) 1 f(x) < 0}. Заметим, что множество А
не пусто (так как а Е А) и ограничено сверху (напри­
мер, числом Ь). Значит, существует sнр А = с. Покажем , 
что f(c) = О. Предположим, что f(c) > О. Тогда с =1 а 
и (по теореме о сохранении знака) найдется такое число 
б > О ,  что f(x) > О при всех х Е (с - б, с]. Следовательно, 
точка с не является точной верхней гранью множества А . 
Мы пришли к противоречию, значит, наше предположе­
ние неверно и f(c) � О. Если f(c) < О, то с -1= Ь и найдется 
такое б > О, что f(x) < О при всех х Е [с, с+ б). Но это 
означало бы, что с не является верхней гранью множества 
А. Получаем, что f(c) = О . О

Следствие (о прохождении непрерывной функ­
ции через промежуточные значения). Пусть f ( х) 
непрерывна на сегменте [а , Ь) . Тогда для любого числа "/,
лежащего между значениями f(a) и f(b) , найдется такая 
точка с из сегмента [а , Ь) , что f(c) = т  

Доказательство. Обозначим а = min {f (а) , f ( Ь) } ,  
f3 = max{f(a) , f(b) } .  Пусть "( Е [а, fЗ]. Если 'У =  а или
'У = (3, то утверждение очевидно. Пусть а < 'У < (3. Рас­
смотрим функцию g(x) = f(х)-т Она удовлетворяет всем 
условиям предыдущей теоремы. Значит, существует такая 
точка с Е [а, Ь] , что g(c) = О, то есть !(с) = �;. О

Теорема 2.2 (первая теорема Вейерштрасса) . 
Фун:к:u,ия f(x), пепрерывпая па сегменте [а, Ь) , ограни-ч,е­
на па этом сегменте. 

Доказательство. Предположим, что J(x) не ограни­
чена на [а, Ь) сверху. Тогда для любого натурального n 
найдется такая точка Xn из сегмента [а , Ь], что f(хп) > n. 
Рассмотрим числовую последовательность { Xn}. Она огра­
ничена (поскольку а � Xn � Ь при всех n Е N), значит, 
из нее можно выделить сходящуюся подпоследователь-
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ность {хkп }. Обозначим � =  lim Xk . Так как xk Е [а Ь]n-т+оо n n ) 

Vn Е N, то � Е [а, Ь] . Функция f(x) непрерывна на сег­
менте [а ,  Ь], следовательно, она непрерывна и в точке � ­
Значит, lim f(xkn ) = !(�) (определение непрерывностиn->+oo 
функции по Гейне) . Но по построению последовательно-
сти {хп} имеем: f(xkn ) > kп для любого n Е N, то есть 
f(xkn ) -----+ +оо . Мы пришли к противоречию. Значит, наше 
предположение неверно и функция f ( х) ограничена свер­
ху. Ограниченность снизу проверяется аналогично. О

Замечание 2.1. В случае интервала или полуинтерва­
ла утверждение теоремы, вообще rоворя, неверно. Напри­
мер, функция f(x) = 1/х непрерывна на интервале (0 ,  1) 
и на полуинтервале (0, 1], но не ограничена на этих про­
межутках. 

Определение 2.1 .  Число М Е IR (т Е IR) 'Называется 
mоч:ной верхией ( ии;жией) граиъю фун-к;u,ии f ( х) 'На 
.М'Ножестве А, если выпол'Ненъt условия: 
1) f(x) � М  (f(x) ;;? т) при всех х Е А;
2} для любого Е > О пайдется та-к;ая то-ч,'к:а х' Е А, 'Ч,то
f(x') > М - Е (f(x') < т + Е). 

Обозначения: М =  sнр f(x) , т =  iпf f(x). 
хЕА хЕА

Теорема 2. 3 (вторая теорема Вейерштрасса) . 
Пуст:ь фу'Н?Щ1J.я f ( х)  непрерывна на сегменте [а, Ь] . Тогда 
она достигает па этом сегменте своих то-ч,ной верхней 
и mо'Ч,ной нижней граней. 

Доказательство. Так как f(x) непрерывна на [а, Ь), то, 
согласно первой теореме Вейерштрасса, она ограничена на 
этом сегменте. Значит, существуют числа М =  sнр f(x) 

а�х�Ь 
и т = inf f(x). Предположим, что f(x) < М при всех 

а�х�Ь 
х Е [а , Ь). Введем функцию g(x) = 1/(М - f(x)). Функция 
g(x) непрерывна на сегменте [а, Ь] (как частное двух непре­
рывных функций, причем знаменатель не обращается в 
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О) , следовательно, ограничена на нем. Значит, существует 
число А >  О такое, что 1/(М -f(x)) � А при всех х Е [а, Ь] , 
что равносильно М - f(x) � 1/А или f(x) � М - 1/А 
Vx Е [а, Ь] . Но последнее неравенство означает, что чис­
ло М не является точной верхней гранью функции J ( х) 
на сегменте [а , Ь] . Мы пришли к противоречию. Следова­
тельно, наше предположение неверно, и существует точка 
х0 Е [а, Ь] такая, что f(x0) = М. Аналогичные рассужде­
ния можно провести и для точной нижней грани. О 

§3 .  Монотонные функции. 

Определение 3 .1 .  Фун'Х:ци.я у = f(x) называетс.я 
неубывающей (невозрастающей) на .м,но;жестве А, 
если при всех х1 , х2 Е А, та'Х:их, "lто х1 < х2 , выполн.я­
етс.я неравенсrпво f (xi ) � j(x2) (f(xl ) � j(x2)). 

Функция у = J( х) называется возрастающей ( убы­
вающей) на множестве А, если при всех х1 , х2 Е А, та­
ких, -ч,то х1 < х2 , вътолняется, неравенство f(xi ) < J(x2) 
(f(xi ) > f (x2)) . 

Если функция J(x) являетс.я неубывающей или невоз­
растающей, то она называетс.я .монотонной. Если f ( х) 
явл.яетс.я возрастающей или убывающей, то она назъtва­
ется строго .моното'Н:ной. 

Определение 3.2. Пустъ функция у= f(x) задана на 
множестве Х и имеет множество зна"lений У .  Если дл.я 
любого элемента у из множества У существует един­
ственный coornвemcrnвyюнJJuй эле.мент х Е Х (то естъ 
отображение f : Х --t У .являеmся · взаимно однозн,а"l­
ным), то говор.ят, "lто на .множестве У задана обрат­
ная фун-х;ци.я х = f-1 (y) , 'Х:оторая, каждому у Е У cтa­
B'Urn в coomвerncrnвue элемент х Е Х та:х;ой,, что f ( х) = У.  
При этом f-1 (J(x)) = х, J(J-1 (y)) = у, где х Е Х ,  у Е У.  

Пример 3 .1. 1}  Рассмотрим фун-к;цию f(x) = х2, 
х Е [0, 2] . Тогда у= .f (x) Е [О, 4] , х = .f- 1 (y) = уГу. 
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{х, х - рационалыюе, 2} Пустъ у - f (x) -- - 1 - х, х - иррационалъное; 
х Е Х = [0, 1]. Тогда 

_ 1 {у , у - рационалъное, у [О 1] f (у) = 
1 - у, у - иррационалъное; 

у Е = ' . 

Пусть теперь функция у= f(x) определена на сегменте 
[а , Ь] , с Е [а, Ь] . Введем следующие обозначения: 

Р/ = {f(x) 1 с < х � Ь} (с ::} Ь) ; 

ре-= {! ( х) 1 а � х < с} (с ::} а) . 

Теорема 3 .1  (о точках разрыва монотонной 
функции) . Пуст'ь фун-к;ция у =  f(x) не убывает (�-te воз­
растает) 'IIO сегменте [а, Ь]. Тогда 1} она мо:жет иметъ 
на [а, Ь] толъко разрывы первого рода; 2} множество то­
"lек разрыва f (x) на [а, Ь] не более "lем С"lетно. 

Доказательство. Пусть f(x) не убывает (случай 
невозрастающей f ( х) рассматривается аналогично) . 

1) Пусть с Е [а, Ь). Заметим, что, поскольку F/ ::} 0 
(j(b) Е ре+ ) и Р/ ограничено снизу (например, числом 
f(c) ) ,  то существует inf ре+ = l1 . Тогда, по определению 
точной нижней грани, имеем: f(x) � l1 Vx > с и Vc > О 
найдется такая точка х' > с, что f(x') < l1 +с: . Тю{ как f (x) 
не убывает, то отсюда следует, что l1 � f(x) < l1 + Е при 
всех х Е (с, х'] .  Это означает, что l1 = f(c + 0) .  Поскольку 
число f (с) является одной из нижних граней множества 
F/, то f (c) � l1 = inf Р/. Аналогично доказывается, что 
при с Е (а ,  Ь] : f(c - О)= l2 , f (c) � l2 , где l2 = sup ре- . 

Значит, односторонние пределы f (с - О) и .f (с +  О) суще­
ствуют и конечны, причем J (c - 0) � f(c) � f(c + O) (здесь 
и далее в этом параграфе считаем, что J(a - О) = f(a) , 
J(b+O) = j(b) ) .  Отсюда следует, что с - либо точка непре­
рывности функции f ( х), либо точка разрыва первого рода. 
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2) Пусть с - точка разрыва функции f(x) . Тогда, по до­
казанному в пункте 1 ,  /(с -О) < j (c + O) .  Значит, найдется 
такое рациональное число re ,  что f(c - О) < re < f(c + 0) . 
Пусть с1 , с2 - две различные точки разрыва j (x) , 
с1 < с2 . Тогда f(c1 + О) ::;;; f (c2 - О) (действитель­
но, f(ci + О) = inf ре+ = inf{f(x) 1 с1 < х < с2} ; 
j (c2 - О) = sup P; = sup{f(x) l c1 < х < с2} ) .  Значит, 
r е1 < r е2 , то есть разным точкам разрыва функции f ( х)  
соответствуют различные рациональные числа. 

Мы показали, таким образом, что множество точек раз­
рыва функции f (x) па сегменте [а, Ь] эквивалентно векото­
рому под:r-.шожеству множества рациональных чисел. Это 
означает, что оно является пустым, конечным или счет­
ным. О 

Замечание 3.1. Отметим, что непосредственно из до­
казательства теоремы 3. 1  вытекают соотношения: 

f(c + О) = inf ре+ = l1 , а ::;;; с< Ь, 

f(c - О) = sup Pe- = l2 , а < с ::;;; Ь, 
где l2 ::;;; f (c) ::;;; l1 , если f(x) не убывает на [а, Ь] ; 

f(c + О) = sнр Ре+ = l1 , а ::;;; с< Ь, 

J(c - О) = inf ре- = l2 , а< с ::;;; Ь, 
где l1 ::;;; f (c) ::;;; l2 , если j(x) не возрастает [а, Ь] . 

В двух следующих теоремах обозначим для удобства 
изложения а= min{f(a) ,  f (b) } , ,В =  max{f(a) , j(b) } . 

Теорема 3.2 (критерий непрерывности монотон­
ной функции) .  Пустъ фун.r.;ция у = j(x) определена и 
.мон.отон.на н.а сег.мен.те [а, Ь] . Тогда f ( х) непрерывна н.а 
[а , Ь] в то.м и толъr.;о в то.м. слу·чае, r.;огда \ll Е [а , ,В] най­
дется rnar.;a.я то'Ч.r.;а с Е [а , Ь] , 'Ч.mо f(c) = l . 

Доказательство. Предположим для определенности, 
что функция j (x) не убывает на [а, Ь] . 
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Необходи.мост·ь уже доказана, причем даже без пред­
положения о монотонности функции f(  х) (см. следствие 
из теоремы 2. 1 настоящей главы) . 

Достатпочностъ. Пусть функция j(x) имеет разрыв в 
точке с Е [а, Ь] . Тогда l2 = f(c - О) < f(c + О) = l1 и 
l2 ::;;; f(c) ::;;; l1 (если с = а, то l2 = f(a) ; если с = Ь, то 
l1 = f(b) ) .  Предположим, что число l Е (l2 , l1 )  и l i= f(c) .  
Тогда при всех х < с имеем: f (x) ::;;; l2 < l (так как 
l2 = sup ре- ) и при всех х > с имеем: f(x) � l1 > l (так 
как l1 = inf ре+ ) .  Но это означает, что функция J(x) не 
принимает значение l из сегмента [f(a) ,  f (b)] , что проти­
воречит условию теоремы.  Значит, наше предположение о 
том, что f(x) имеет разрыв в точке с, неверно. Получаем, 
что функция f(x)  непрерывна всюду на сег:r-"rенте [а, Ь] . О 

Теорема 3 .3  (об обратной функции) .  Пустъ фунr.;­
и,и.я у = j(x) возрастает (убывает) и непрерывна на 
сег.мен.те [а, Ь] . Тогда существует обратн.а.я фун.r.;ци.я 
х = g(y) = j-1 (y) , r.;отора.я определена н.а сег.мен.те [а, ,В] , 
возрастает (убывает} и непрерывна на нем .. 

Доказательство. Предположим, что f (x)  возраста­
ет на [а, Ь] (случай убывающей функции рассматривается 
аналогично) . 

1) Так как f(x) непрерывна на [а, Ь] , то, согласно кри­
терию непрерывности монотонной функции, для любого 
значения у Е [а, ,В] найдется точка х Е [а, Ь] такая, что 
f(x) = у. При этом, если х1 i= х2 , то и j(xi ) i= j (x2) (по­
скольку f(x) строго монотонна) . Значит, для любой точ­
ки у Е [а, ,В] существует единственное значение х Е [а , Ь] 
такое, что j (x)  = у . Это означает, что на сегменте [а, ,В] 
определена обратная функция х = g(y) . 

2)  Пусть у1 , У2 Е [а, ,В] , у1 < У2 · Если предположить, что 
Х1 = g(y1 ) � g(y2 ) = х2 , ТО ПОЛУЧИМ, ЧТО j(xi ) � j(x2) 
(так как функция f ( х) возрастает) .  Но это означает, что 
у1 � у2 , что неверно. Мы получили, что из неравенства 
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У1 < У2 следУет неравенство g(y1 ) < g(y2) , то есть функция 
х = g(y) также возрастает. 

3) Заметим, что возрастающая функция х = g(y) при­
нимает все значения из сегмента [а, Ь] (так как функция 
у = f ( х) определена всюду на этом сегменте) .  Отсюда сле­
дует, в силу критерия непрерывности монотонной функ­
ции, что функция х = g(y) является непрерывной на сег­
менте [а, ,В] . О 

§4. Основные элементарные функции. 

В этом разделе мы рассмотрим основные элементарные 
функции и их свойства. Прежде всего, опишем простейшие 
элементарные функции - те, с помощью которых строятся 
все остальные элементарные функции. 

Определение 4. 1 .  Фун-кчии: 1 (постоянная), ах , 
loga х, ха, sin х, cos х ,  tg х,  ctg х, arcsin х, arccos х, arctg х ,  
arcctg х называются простейшими э.лементарными 
фуН'К,'Циями. 

Определение 4.2. Фуюсчии, -которые .могут бъtтъ по­
лучены из простейших элементарных фун-кций путем 
при.менения арифметичес-ких операчий и операчии -к:о.нпо­
зичии в -конечном Ч7.tсле, называются э.лементарными. 

Ниже мы покажем, что каждая из простейших элемен­
тарных функций является непрерывной на области своего 
определения. Отсюда, из теоремы об арифметических опе­
рациях над непрерывными функциями и теоремы о непре­
рывности сложной функции сразу будет следовать 

Теорема 4. 1 .  Любая элементарная фун-кчия непрерыв­
на на области своего определения. О 

Напомним еще о двух понятиях, известных из школьной 
программы. 

Определение 4.3 .  Фуиr.:v,и.я у = f(x) на:з'Ывает,ся 
-четной, если из того, что существует f(x) , следу-
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em, что существует и f(-x) и f(-x) = f(x) . Фун:У\,­
чия у = f ( х) называетпел не-четной, если из того, что 
существует f ( х) ,  следует, что существует и f (-х) и 
f( -х) = -f(x) . 

Определение 4.4. Фун-кчия у = f(x) называется 
периоди-чес'l\,ой, если существует та-кое вещественное 
число Т -=1- О, что для любой точ-ки х Е Х, х-Т, х+Т Е Х, 
где Х - областъ определения f(x), и Vx Е Х выполняет­
ся равенство f(.x + Т) = f(x) . При этом число Т называ­
ется периодом фун-кчии f(x) . Числа ±пТ, п Е N, та-к­
же называются ее периодами. Если существует число 
Т0 > О  та-кое, что оно является периодом фун-кчии f(x) , и 
при этом все остал'ьные периоды 'К:рат:ны Т0 , то Т0 гшз'ы­
вают основным или наименъшим поло:>�Сиmе.лъным 
периодом фун-кчии f(x) (часто основной период называ­
ют просто периодом) . 

Пример 4.1 .  1) Фун-кция f(x) = С - постоянная. 
Очевидно, что любое Т Е IR\ {О} - период f(x) . При этом 
наи.меnъ'U.Lего поло;ж;uтР...л,ъNого периода не существует. { 1, х - рачиоnалъное, 2} Фунхция ДириJ.:ле D(x) = 

О, х - иррачионалъное 
Любое число Т Е Q \ {О}  - период D(x) . Наи.менъшего 
положителъного периода та-кже не существует. 

Замечание 4. 1 .  Известно, что, если f(x) - периодиче­
ская функция, отличная от постоянной, и при этом f ( х) 
непрерывна на IR, то для нее существует единственное чис­
ло Т0 > О, являющееся ее основным периодом. 

Наша ближайшая цель - дать определение степени с 
рациональным показателем и изучить ее основные свой­
ства. Пусть т Е N. 

1) Положим по определению хт = �- Функ­
m раз 

ция f(x) = хт непрерывна на IR+ = [О, +оо), так как 
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lim xm = ( lim х) · · · · · ( lim х) = а · · · · ·  а = am, и возрас-
х-+а х-+а х-+а "---v----' m раз mраз 
тает на lR+ ,  поскольку при О �  х1 < х2 справедливо 

2) По теореме об обратной функции 2 существует функ­
ция g(x)  = x11m , которая также непрерывна и возрастает 
на JR+ . 

3) Положим по определению x-m = 1/х · 1/х · · · · · 1/х. 

т раз 
Функция f(x) = x-m непрерывна на промежутке (0 , +оо) , 

1 1 1 
так как lim - = 1 .  = - , и убывает на (0, +оо) , 

Х-+а Xm }ffi Xm am 
х-+а 

поскольку при О < х1 < х2 справедливо неравенство 
1 1 Xz - xf 

- - - = > 0 . xr xr xr .  xr 
4) Пусть х > О - Произвольное вещественное число, 

т Е N, n Е Z. Обозначим у = x11m, z = (xп) Ifm . Тогда 
ym = х :::::} уmп = хп = zm :::::} (уп)т = zm :::::} уп = z. 
Значит, (х11т)п = (xп) Ifm. Положим по определению 
х.;;; = (x1fm)n = (xn) 1/m. 

Замечание 4.2. Определение степени с рациональ­
ным показателем xr , r Е Q, не зависит от представления 
r = :;;_ = f!p, р Е N. Действительно, пусть у1 = х.;;; = 

(х� ) п
, У2 = х � = (х�Р ) пр. Тогда у';'Р = 

(х� ) птр 
= 

= 
( ( х �) т) пр 

= хпр, у;!Р = 
( Х�Р ) npmp = ( ( x�v ) mp) пр 

= 

= xnp, то есть у';'Р = у;!Р. В силу строгой монотонности 
степенной функции, заключаем, что у1 = У2 · 

2теорема 3.3 об обратной функции была доказана нами для сег­

ментов, однако ее легко можно обобщить на случай бесконечного 

промежутка 
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Свойства степени с раи,ионал:ь'Н:ы.м nо'!Gазате.л,е.м,. 

а а1 
Введем обозначения: r = - , r1 = -

Ь 
, где а, а1 Е Z, ь 1 

1 
Ь, Ь1 Е N; d = х ьь1 , х > О - вещественное число. 

1 . xr . Xr1 = xr+r1 ' так как 

3. Если х > 1 ,  r > Т} , то xr > Xr1 , так как 

По'Казате.л/ьндя фун/К'ЦUЯ. 

Мы хотим определить показательную функцию еа для 
произвольнаго показателя а Е JR. Докажем сначала вспо­
могательное неравенство: 

r 
Лемма 4.1. er - 1  < -- \fт Е Q, О < r < 1 .  (4. 1) 

1 - r 
Доказательство. Поскольку для любого натурального 

n справедливы неравенства (1 + 1/n)n < е <  ( 1  + 1/n)п+I , 
то 

1 _1_ 1 а) 1 + 1/n < en  \fn Е N; б) е п+l < 1 + 1/n = 
1 - 1/ (n + 1) ' 

значит, e- n�I > 1 - 1/ (n + 1 ) .  Обозначим - (n + 1 )  = k, 
получим, что et  > 1 + 1/k,  где k = - 1 , -2, -3 ,  . . . . Из 
пунктов а) , б) следует, что 

е�  > 1 + 1/n \fn Е Z, n =1- О. 
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(4 .2) 



Пусть теперь r = mjn, где т - натуральное 
число или О, а n - целое, не равное О. Тогда 

er = (е �) m > (1  + 1/n)m � 1 + m/n = 1 + r. При вы­
воде последнего неравенства мы воепользавались оцен­
кой ( 4.2) и неравенством Бернулли. Предположим теперь, 
что О < r < 1, тогда e-r > 1 - r ,  следовательно, 
er < 1/(1 - r) = 1 + r/(1 - r) , то есть справедлива оценка 
(4. 1 ) .  о 

Определение 4.5. Для любого 'Ч.исла а Е JR числом eOt. 
будем н,азъtватъ та-к:ое веществен:н.ое "tuc.лo, для -к:оторого 
выnолняются неравенства е�"1 � eOt. � е�"2 для любых r 1, 
r2 Е Q, та-к:их, 'tто r 1  � а �  r2 . 

Лемма 4.2. Для любого а Е JR "iис.ло eOt. существует и 
един,сrпвенно. 

Доказательство. Рассмотрим множества 
М1 = {e�" j r  � a , r Е Q}, М2 = {e�" j r  � a, r Е Q} . 
Заметим, что множество М1 не пусто и ограничено сверху 
(например, числом e!Ot.]+l ) ; множество М2 также не пусто 
и ограничено снизу (например, числом e!Ot.J ) .  Обозначим 
тl = sup М1 ,  т2 = inf М2 и докажем, что тl = т2 . 
Действительно, если некоторое рациональное число 
r � а, то er � тl (так как er - какая-то из верхних 
граней множества М1 ,  тl - его точная верхняя грань) .  
Значит, любой элемент множества М2 больше или равен 
числа т1 ,  следовательно, точная нижняя грань этого 
множества т2 � тl · Покажем, что т1 = т2 . Выберем 
рациональное число д, О < д < 1. Тогда найдутся такие 
рациональные числа r1 , r2 , что [а] � r1 � а �  r2 � [а] + 1 ,  
r2 - r1 < д (свойства вещественных чисел) .  Значит, 
efOt.] � e�"r � т1 � т2 � er2 � e!Ot.]+l . Отсюда получаем: 
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(мы воепользавались неравенством (4. 1 ) ) .  Пусть Е > О ­
произвольно. Положим д =  с/(с + e fOt.]+l ) .  Тогда О < д < 1 
и из (4.3) следует, что О �  т2 - т1 < с. В силу произвольно­
сти выбора с отсюда заключаем, что тl = т2 .  Обозначим 
т = т1 = т2 . Заметим, что число т удовлетворяет опреде­
лению 4.5 .  Предположим, что существует некоторое число 
q, также удовлетворяющее этому определению, то есть та­
кое, что е�"1 � q � ет2 для любых рациональных чисел r1 ,  
r2 , r 1  � r2 .  Но тогда т1 � q � т2 , то есть q = т. О 

Заметим, что, если а =  m/n - рациональное число, то 
sнр М1 = inf М2 = е � , то есть наше определение коррект­
но (совпадает с введенным ранее определением степени с 
рациональным показателем) .  

Отмети111 некоторые свойства степени с вещественным 
показателем. 

Лемма 4.3 .  а) Если а <  {3, то eOt. < еfЗ; б) eOt. . еfЗ = eOt.+fЗ 
\::/а, /3 Е JR; в) Пустъ ао Е JR; тогда для любого ршционалъ­
ного с >  О найдется та-к:ое д =  д(с) > О, 'Ч.то iea - eao l < с  
\::/а Е Ва(ао ) .  

Доказательство. а) Из свойств вещественных чисел 
мы знаем, что если а < {3, то найдутся такие рациональ­
ные числа r1 , r2 , что а < r1 < r2 < f3 и, следовательно, 
еа '  � er1 < е�"2 � еfЗ (строгое неравенство здесь следует из 
соответствующего свойства степени с рациональным пока­
зателем, нестрогие - из определения eOt. и еР) .  

б )  Пусть с > О рациональное. Положим 
д = с/(с + е !Оt.]+ [.В]+2) (здесь и далее через [х] обозначена 
целая часть числа х Е JR, то есть наибольшее целое число, 
не превосходящее х ) . Тогда О < д < 1 и найдутся такие 

1 1 11 11 1 11 [ J 1 рациональные числа r1 , r2 , r1 , r2 , что r1 < a < r1 < а + ,  
rr -r� < д/2; r� < f3 < r� < [/3] + 1 , r�- r� < д/2 .  Обозначим 
r1 = r� + r� , r11 = r�1 + r�. Тогда r1 < а + f3 < r11 , r11 - r1 < д, 
прi.Iчем r11 < [а] + [/3]+2 .  Отсюда er' < eOt.+fЗ < er" < e!a]+[i3] +2 

и er' = e'"� +r� = eri . er� < eOt. .  еfЗ < er�' . er� = er�+r� = er" . 
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{3 {3 1  1/ 1 1 ( ·" 1 ) 
Значит, j ea+ - ей · е < er - er = er е7 -r - 1 < 

< е [й]+[f3]+2 ( er" -r� - 1) < е [й]+[f3]+2 (б/ ( 1 - б)) = с 

(здесь мы опять воепользавались неравенством ( 4 . 1 ) ) .  В 
силу произвольности выбора с получаем, что ей+JЗ = ей · еfЗ . 

в )  Положим б = с/(2(с + е[йо]+2) ) ;  тогда О < б < 1 .  
Пусть а - вещественное число, такое, что О <  а - а0 < б. 
Тогда найдутся такие рациональные числа r1 , r2 , что 

r1 < ао < а  < r2 < [ао] + 2 ,  r2 - r1 < 2б. Значит, 

(снова воепользавались оценкой ( 4 . 1 ) ) .  Совершенно ана­

логичные рассуждения можно провести для случая 

О <  а0 - а <  б . О 

Подытожим доказанные выше свойства: 

Теорема 4.2. По'IСазателы-Lая фун1еция 
у = f(x) = ех обладает следующими свойствами: 

1) областъ определения - вся ·ч:исловая осъ; 
2) фунr.;ция возрастает на области определения; 
3) фунr.;чия непрерывна на области определения; 
4) lim ех = О, lim ех = +оо; 

х-+-оо х-++оо 
5} множество зншч.ений - промежутоr.; (0 ,  +оо) .  
Доказательство. Утверждение пункта 1 )  следует из 

определения степени с произвольным вещественным по­

казателем и из леммы 4.3,  а) ; утверждение пункта 2) - из 

леммы 4.3 ,  а) ; утверждение пункта 3) - из леммы 4.3,  в) . 

Проверим утверждение пункта 4) . Пусть n - про­

извольное натуральное число; х - вещественное число; 
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х > n. Тогда 

ех > en = ( 1  + е - 1 )n  � 1 + п(е - 1 )  

(применили неравенство Бернулли) .  Так как 

lim ( 1 + п(е - 1 ) )  = +оо, то, переходя к неравенству в 
n-++oo 
пределе, получаем, что lim ех = +оо. Пусть теперь n 

х-++оо 
- произвольное натуральное число; х - вещественное 

число; х < - n .  Тогда 

1 1 1 
О < ех < e-n = - = ::;; -----en ( 1  + е - 1 )n  1 + п(е - 1 )  · 

1 
Поскольку lim 

n->+oo 1 + п(е - 1 )  
О ,  то получаем, что 

lim ех = О. 
:r:-+ - 00  

Докажем утверждение пункта 5). Пусть у > О - про­

извольное вещественное число. Так как lim ех = +оо, то 
х->+оо 

найдется такое вещественное число Ь, что еь > у . С другой 

стороны,  поскольку lim ех = О, то найдется такое веще-
х-�--оо 

ственное число а ,  что О <  еа < у .  В силу доказанного выше 

ех - непрерывная монотонная на сегменте [а, Ь] функция, 

значит, она принимает все промежуточные значения меж­

ду еа и еь. Следовательно, существует вещественное число 

с такое, что ее = у. В силу Произвольнасти выбора положи­

тельного значения у заключаем, что множеством значений 

функции ех является весь промежуток (0, +оо). О 
Отметим ,  что существует и другой, так называемый 

аксиоматический подход к определению показательной 

функции ех , согласно которому она определяется как 

функция f(x ) ,  удовлетворяющая следующим условиям: 

1 )  f(x) непрерывна на IR; 2) !(1 )  = е, !(О) = 1 ; 

3) j(x1 + х2 ) = j(x1 )J (x2) ,  Vx1 ,  х2 Е IR. 
Можно показать, что это определение корректно. 
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Л огариф.ми'Ч,еС'!\,а.Я фун'!\,чи.я. 

1) Функция у = ln х - обратная к функции х =� е У .  
Из свойств функции еУ и теоремы об обратной функци.и 
следует, что она возрастает и непрерывна на промежутке 
(О, +оо) . 

2 )  Пусть а > О ,  а =f=. 1 .  Для произвольнаго веществен­
ного числа у положим по определению аУ = е У ln а .  Тогда 
функция х = аУ определена на всей числовой оси; непре­
рывна (как композиция непрерывных функций) ;  возрас­
тает при а > 1 , убывает при О < а < 1 (это проверяется 
непосредственно) . 

3)  Логарифмическая функция у =  J(x) = loga x ­
обратная к функции х = аУ. Из свойств функции аУ и тео­
ремы об обратной функции следует, что область опреде­
ления логарифмической функции - промежуток (0, +оо);  
множество значений - вся числовая ось; функция непре­
рывна на области определения; возрастает при а > 1 , убы­
вает при О < а < 1 .  

Степенная фун'/\,чu.я. 

Пусть а - произвольпае вещественное число, а =/= О . 
Степенная функция у = f(  х) = ха = еа ln х . Область 
определения - промежуток (0, +оо); множество значений 
- промежуток (0, +оо);  непрерывна на области определе­
ния (как композиция непрерывных функций) ;  возрастает 
при а >  О, убывает при а <  О (проверяется н:епосредствен­
но) .  

Tpuгo'l-loмempu'Ч,eC'I\,Ue фy'l-l'I\,ЧUU. 
К тригонометрическим функциям относятся функции 

у = sin х, у = cos х, у = tg х, у = ctg х. Определения и ос­
новные свойства этих функций известны из школьной про­
граммы; они опираются на геометрические соображения. 
Можно определить тригонометрические функции и други-
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) 
) 

) 
) 

ми способами, аналитическими, однако для этого нужны 
сведения из теории рядов или дифференциальных уравне­
ний, которыми мы пока не обладаем. Впрочем, известных 
нам определений будет вполне достаточно. Напомним ос­
новные свойства тригонометрических функций (без дока­
зательства) . 

Функция у sin х определена на всей число-
вой оси; .м:ножество значений - отрезок [- 1 ,  1] ; пе­
риодическая с периодом 21r; возрастает на промежут­
ках [ -1r /2 + 27rn, 1r /2 + 21rn] , убывает на промежутках 
[1r /2 + 21rn, З1r /2 + 21rn] , n Е Z; нечетная. 

Функция у = cos х определена на всей число­
вой оси; множество значений - отрезок [- 1 ,  1 ] ;  пе­
риодическая с периодом 27r; возрастает на проме­
жутках [1r + 27rn, 21r + 21rn] , убывает на промежутках 
[21rn, 1r + 21rn] , n Е Z; четная. 

sin x  u Функция у = tg х = -- определена на всей числовои 
cos x 

оси за исключением точек 1r /2 + 1rn, n Е Z; множество 
значений - вся числовая ось; периодическая с периодом 1r; 
возрастает на промежутках ( -1Г/2 + 1rn, 1r /2 + 1rn) ,  n Е Z; 
нечетная. 

cos x "' u Функция у = ctg х = -. - определена на всеи числовои SШ Х 
оси за исключением точек 1rn, n Е Z; множество значений 
- вся числовая ось; периодическая с периодом 1r; убывает 
на промежутках (1rn, 1r + 1rn) , n Е Z; нечетная. 

Докажем теперь , что каждая из тригонометрических 
функций является непрерывной на области своего опре­
деления. Рассмотрим функцию у = sin х.  

Лемма 4.4. Для любого веществен:ного зн,а-ч,епия х 
справедливо перавепство l sin x l � !х ! . · Доказательство проведем, исходя из геометрических 
соображений (см. Рис. 5 ниже) . При х = О  неравенство оче­
видно. Пусть О < !x l < 1r /2. Рассмотрим окружность еди-
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ничного радиуса с центром в начале координат - точке О.  
Пусть С - точка пересечения окружности и оси Ох; точ­
ка А принадлежит первой координатной четверти и лежит 
на окружности так, что LAOC = l x l ;  точка В принадле­
жит четвертой четверти и лежит на окружности так, что 
LAOC = LBOC. Тогда дуга окружности АВ имеет длину 
2 lx l ;  длина отрезка АВ равна 2 sin lx l .  Так как длина хор: 
ды окружности не превосходит длины соответствующеи 
дуги, то можем утверждать, что в случае О < lx l  < 7Г /2 
выполнено: 1 sin x l  � l x l . 

Если lx l  � 1r /2 ,  то утверждение леммы следует из це-
почки неравенств 1 sin x l  � 1 < 7Г/2 � lx l .  О · 

у 

Рис. 5 :  Иллюстрация к доказательству Леммы 4.4. 

Выберем теперь произвольную точку ха на числовой 
оси. Получаем, что для любого веrцественного Е > О су­
ществует значение д = Е, такое, что при всех х Е Ва (хо) 
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выполнено: / sin х - sin х0 / = 

1 

х 
+ 

х0 
1 1 

х - х0 
1 1 

х - ха 
1 

д = 2 cos 2 · sin 2 � 2 2 < 2 · :2 = Е.  

Это означает, что функция у = sin х непрерывна на всей 
числовой оси. Непрерывность функции у = cos х на всей 
числовой оси следует из аналогичных рассуждений и це­
почки неравенств 

1 

х 
+ 

х0 
1 1  

х - ха 
1 1 

х 
- Хо 1 

J cos x - cos x0 J = 2 sin 2 · sin 2 � 2 2 < Е. 

Функции у = tg х и у = ctg х непрерывны на областях 
своего определения как частные от деления непрерывных 
функций. 

Обратные тригоно.метри'Чесх;ие фунх;ции. 

Функция арксинус: у = !( х) = arcsin х - обратная к 
функции х = sin y на сегменте [-1Г/2, 7Г/2] ; область опре­
деления - сегмент [- 1 ,  1 ] ;  множество значений - сегмент 
[-1r /2, 7Г /2] ;  возрастает и непрерывна на области опреде­
ления (по теореме об обратной функции) ; нечетная . 

. Функция арккосинус: у =  f(x) = arccos x - обратная 
к функции х = cos у на сегменте [0, 1r] ; область опреде­
ления - сегмент [-1 ,  1 ] ;  множество значений - сегмент 
[0, 1r] ;  убывает и непрерывна на области определения (по 
теореме об обратной функции) . 

Функция арктангенс: у =  f(x) = arctg x - обратная к 
функции х = tg y на интервале (-1Г/2 , 7Г/2) ; область опре­
деления - вся числовая ось; множество значений - ин­
тервал ( -7r /2, 1r /2) ; возрастает и непрерывна на области 
определения (по теореме об обратной функции) ; нечетная. 

Функция арккотангенс: у = f ( х) = arcctg х - обрат­
ная к функции х = ctg у на интервале (О, 1r) ;  область опре­
деления - вся числовая ось; множество значений - интер-
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вал (0, 1r) ; убывает и непрерывна на области определения 

(по теореме об обратной функции) . 

Ниже мы дадим определения и опишем основные свой­

ства гиперболических и обратных гиперболических функ­

ций. Эти функции не являются простейшими элементар­

ными: они строятся из показательных, логарифмических 

и степенных с помощью арифметических операций и опе­

рации композиции. При решении задач, однако, часто бы­

вает удобно пользоваться именно гиперболическими и об­

ратными к ним функциями, не «раскладывая» их на про­

стейшие. 

Гunepбoлu'ltecxue фун?r/цuи. 

ех - е-х 
Синус гиперболический: sh х = 2 

Область определения - вся числовая ось; множество зна­

чений - вся числовая ось; возрастает на области опреде­

ления; непрерывна на области определения; нечетная. 

ех + е-х 
Косинус гиперболический: ch х = 2 

Область определения - вся числовая ось; мно:жество зна­

чений - промежуток [1 , +оо);  убывает на промежутке 

( -оо, О] , возрастает на промежутке [0, +оо) ; непрерывна 

на области определения; четная. 
sh x ех - е-х 

Тангенс гиперболический: th х = -- = ----
ch x еХ + е-х 

Область определения - вся числовая ось; множество зна-

чений - интервал ( - 1 ,  1 ) ;  возрастает на области опреде­

ления; непрерывна на области определения; нечетuая. 
ех + е-х 

Котангенс гиперболический: cth х = ----
ех - е-Х 

Область определения - множество (- оо, О) U (О ,  +оо) ; мно­

.:жество значений - ( -оо, - 1 )  U ( 1 ,  +оо);  убывает на проме­

жутках ( -оо,  О) и (О ,  +оо);  непрерывна на области опреде­

ления; нечетная. 
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Некоторые полезные соотношения, связанные с гипер­
болическими функциями ( проверяются непосредственно) :  

ch2 x - sh2 x = l · l th2 1 th2 1 ' - х = -2-; с х - 1 = -- · ch х sh2 х , 
sh 2х = 2 sh х ch х ;  cl1 2x = ch2 х + sh2 х · , 

sh(x±y) = sh x ch y±sh y ch x; ch(x±y) = ch x ch y±sh x sh y. 

Обратные гиперболи'ltесхие фунхчии. 

Функция ареа-синус гиперболический: 
У = arsh x - ln(x + Jx2 + 1) обратная к функции 
х = sh у. Область определения - вся числовая ось· v ' 
множество значении - вся числовая ось; возрастает и 
непрерывна на области определения; нечетная. 

Функция ареа-косинус гиперболический: 
У = arch x = ln(x + Jx2 - 1 )  - обратная к функции 
х = ch У на промежутке [0, +оо) . Область определения -
промежуток [1 , +оо) ; множество значений - промежуток 
[0, +оо) ; возрастает и непрерывна на области определения. 

Функция ареа-тангенс гиперболическии" · 
1 1 + х 

· 
У = arth х = 2 ln 1 _ х - обратная к функции х = th у.  
Область определения - интервал ( -1, 1 ) ;  множество 
значений - вся числовая ось; возрастает и непрерывна на 
области определения; нечетная. 

Функция ареа-котангенс гиперболическии" · 
1 х + 1 

. 
У = arcth х = 2 ln х _ 1 - обратная к функции х = cth у .  
Область определения - множество (-оо, -1) u ( 1 ,  +оо);  
множество значений - ( -оо, О )  U (0 ,  +оо) ; убывает на 
Промежутках ( -оо, - 1 )  и (1 ,  +оо) ; непрерывна на области 
определения; нечетная. 
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§5. Замечательные пределы. 

Докажем два полезных соотношения, связанных с эле­

ментарными функциями. 

Теорема 5 . 1  (первый замечательный предел) . 

sin x lim -- = 1 .  
х-->0 Х 

Доказательство. Покажем сначала, что 
sin x lim -- = 1 .  Рассмотрим окружность единичного 

х-->0+0 Х 

радиуса с центром в начале координат - точке О (см. 
Рис. 6 ниже) . Пусть А - точка пересечения окружности 
с осью Ох; точка В принадлежит первой координатной 
четверти и лежит на окружности так, что L.AOB = х; 
точка С лежит на луче ОБ так, что CA.lOA. Тогда 

1 
площадь треугольника АОВ равна 2 sin x; площадь 

1 
сектора АО В равна 2х; площадь треу1·ольника АОС 

1 
равна 2 tg х. Из геометрических соображений заключаем, 

. х 1 Ч'ГО sш х � х � tg x , следовательно, 1 � -_- � -- . sш х cos x 
sin x 

Отсюда получаем двойное неравенство cos х � -- � 1 . 
х 

Так как крайняя левая и крайняя правая части послед-

него неравенства стремятся к единице при х � О + О,  
sin x 

то получаем, что lim -- = 1 .  Теперь утверждение 
х-->0+0 Х 

теоремы следует из следующей цепочки соотношений: 

l . sin х 1. sin( -t) 1. sin t 1 0 lffi -- = lffi = lffi -- = . 
х-->0-0 Х t-->0+0 - t  t-->0+0 t 

arcsin х tg х 
Следствие. lim = 1 ,  lim -- = 1, 

х-->0 Х х->0 Х 

1 - arctg х lffi = 1 . х->0 Х 
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у 

х 

Рис. 6: Иллюстрация к доказательству Теоремы 5 . 1 . 

Доказательство. lim arcsin х 

1 - t = lffi -- = 1 · t-o sin t 
' 

Х->0 Х 
{t = 

1. tg х sin х . sin х 1 1m -- = lim = l1m -- . lim --
х->О Х Х->0 Х COS Х Х-->0 Х Х->0 COS Х . arctg х t l1m · = { t = arctg х} = lim - = 1 .  О Х-->0 Х t->0 tg t 

arcsin x}  

1 . 1 

Теорема 5 .2 (второй замечательный предел) .  

lim ( 1  + 1/х)х = е 
х->±оо ' lim ( 1  + х)1/х = е. 

Х->0 

1 ·  ' 

Доказательство. 1 )  Пусть {xn} - последовательность 
вещественных чисел; Xn � +оо при n � +оо. Тогда 
[хп] � Xn < [хп] + 1 ,  [xn] � +оо при n � +оо ([xn] - целая 
часть xn ) - Не ограничивая общности, можем считать, что 
[хп] > О .  Значит, 1 + 1/ ( [хп] + 1 )  � 1 + 1/хп � 1 + 1/ [хп] и 
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справедливо неравенство: 

(1 + 1/ ( [xn] + 1 ) ) [xn] � ( 1 + 1/xn)xn � (1 + 1/[xn] ) [xn]+l . 

l. (1 1/ [  ] ) [xn] - е при любом 
Покажем теперь, что Im + Xn -

n�+oo 
выборе последовательности {xn}· Действительно, выберем 

> о Мы знаем что lim (1 + 1/k)k = е. Значит, суще-Е: • ' 
k�+oo 

ствует такой номер К = K(t:) , что 1 (1 + 1/k)k - e l < t: 
ех k >- К Так как Xn -1 +оо при n -r +оо, то 

при вс � · 
существует натуральное число N такое, что неравенство 

[хп] � К выполняется при всех n � N. Но это означает, 

что 1 (1 + 1/ [хп] ) [хп] _ e l < t: при всех n � N, то есть что 

(1 + 1 / [хп]) [хп] -r е при n -r +оо. Отсюда получаем, что 

( 

1 
) 

[xn] 
при n -r +оо: 1 + [хп] + 1 

= 

( 

1 
) 

[xn]+l 
(

1 ' 1 
) 

-1 
-r е . 1 = е , = 1 + 

[xn] + 1 
. 

т [xn] + 1 

( 

1 
) 

[xn)+l -
(

1 + _
1 
) 

[xn] 
. 
(

1 + _
1 
) 

-1 е . 1 = е, 
1 + 

[xn] 
- [xn] [хп] 

следовательно (по теореме о предельном пе�е-

ходе в неравенствах для последовательностен) '  

lim (1 + 1/xn)xn = е. Согласно определению преде-
n�+оо . ( 1 1/ )х -
ла по Гейне это означает, что llm + х - е . ' х�+оо 
2) Пусть теперь х стремится к -оо. Тогда 

( 

1 
) 

х 
( 

х + 1 
) 

х 
. 

( 

1 
) 

-х 
lim 1 + - = ��00 -Х- = х��оо 1 + -х - 1 х�-оо Х х 

( 

1
) 

t+l 
= {t = -х - 1} = lim 1 + - = е · 1 = е. 

t--++oo t 
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3) Наконец, lim ( 1  + х)1/х = {t = 1/х} = lim (1 + 1/t)t = е. х--+±0 t--+±oo 
о 

Следствие. 
ln(1 + x) ах - 1  

lim = 1 ;  lim -- = In a ; х--+0 Х х--+0 Х 
lim 

(1 + х)а - 1 = а. Х--+0 Х 
Доказательство. 

ln(1 + х) 
lim = lim (In(1 + x) lfx) = ln lim (1+x) 1/x = ln е =  1 .  х�О Х х�О Х--+0 

. ах - 1 t ln а 
Отсюда: lпn -- = {t = ах - 1} = lim 

( 
= In a ; х�о х t--+0 ln t + 1 )  

( 1  + х)а - 1 ea ln(l+x) - 1 
lim = lim = {а In ( 1 + х) = t} = х�о х х--+0 х 

et - 1  et - 1  tja = lim = lim -- · lim · а = а. О t�o etfa - 1 t�o t t--+0 et/a - 1 
Напомним, что f(x) rv g(x) при х -r О ,  если 

. f(x) 
l1m -

( 
-) = 1 .  На основании доказанного выше составим Х--+0 g Х 

таблицу некоторых эквивалентностей (при х -r 0) : 

sin х rv х) tg х rv х' arcsin х rv х' arctg х rv х 

§6. Равномерная непрерывность функции. 

Определение 6 . 1 .  Фун:к;чия f ( х) называется равпо­
.мерпо пепреръtвnой на множестве А, если для любого 
Е > О найдется mа'к;ое б = б(с) > О, -ч,то для любой napъt 
rпо-ч,е'к; х', х" множества А, дл.я 'r.:ornopыx верно неравен­
ство lx' - x" l < б, будет выполнено: lf(x') - f(x") l < t: .  

Замечание 6 . 1 .  Если функция f(x) равномерно непре­
рывна на множестве А,  то она непрерывна в любой точке 
Хо Е А: положим в определении равномерной непрерьш­
ности х" = х0, получим, что для любого вещественного 
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Е > О найдется такое д = д(Е) > О, что для любой точки х' 
множества А, для которой верно неравенство lx' - xo l  < д, 
будет выполнено: l f(x') - f (xo) l  < Е . Это в точности опре­
деление непрерьшности функции f ( х) в точке Хо . 

Теорема 6 . 1  (Кантор) .  Если фун/JС'Ция f(x) непрерыв­
на на сегменте [а, Ь] , то она равнш·.tерно непреръtвна на 
нем. 

Доказательство. Предположим, что f(x) непрерывна, 
но не равномерно непрерывна на сегменте [а, Ь] . Тогда най­
дется такое Е > О, что для любого д > О будет существо­
вать пара точек х' , х" Е [а, Ь] , удовлетворяющих условию 
lx' - x" l < д, для которых будет выполняться неравенство 
l f (x') - f(x") l � Е. Обозначим дп = 1/n для любого на­
турального n. Согласно сказанному выше, найдется такое 
с >  О, что для любого натурального n будет существовать 
пара точек х� , х� Е [а, Ь] таких, что lx� - x� l < 1/n, но 
l f(x�) - f(x�) l � Е . 

Рассмотрим последовательность { х�} .  Она ограниче­
на (так как а � х� � Ь \fn Е N),  следовательно, из 
нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность 
{х' } .  Пусть lim х� = � , тогда � Е [а, Ь] . Рассмот-kп . 

n->+oo " 

рим теперь подпоследовательность { х%" } последователь­
ности {х� } .  Поскольку для любого натурального n выпол­
няется неравенство lx�" - x%J < 1/kп , то получаем , что 

lim х% = � . Так как функция f ( х) непрерывна в точке � , 
n->+oo n 
то lim f(x� ) = ! (�) ,  lim f(x%J = !(0. Но по построе-

n->+оо n n->+oo 

нию последовательностей {х�} ,  {х�} должно выполняться 
неравенство: lf (x�J - f(x%J I  � Е, где Е - фиксированное 
число. Мы пришли к противоречию. Значит, наше пред­
положение неверно, и функция f(x) является равномерно 
непрерывной на сегменте [а, Ь] . О 

Замечание 6.2. Наличие или отсутствие равномерной 
непрерывности функции f ( х) зависит не только от свойств 
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непрерывности этой функции, но и от множества, на ко­тором она рассматривается. 
Приведем соответствующие примеры. 
Пример 6 . 1 .  Функ;чия у = х2 , равномерно непрерыв­ная на любом сегменте (по теореме Кантора), не явля­ется равномерно непрерывной, например, на беск;оне"-tном про.межутк;е [1 , +оо),  так; к;ак; существует "-tисло Е = 2 так;ое, "-tто для любого натуралъного "-tисла n найдутся то"-tк;и х� = n + 1 /n, х� = n, удовлетвор.яющие условию lx� - x� l = 1 /n, для -х:оторыз.; будет выrwлне·по: 

/ (х�)2 - (х�)2 / = j (n + 1/n - п) (n + 1/n + n) l = 

= 1 /n (2n + 1 /n) > ( 1 /n) · 2n = 2 = Е . 

Пример 6.2. Рассмотрим функ;чию f (x) так;ую, "-tто 
f(x) = 1 при х Е (0 , 1 )  и f(x) = 2 при х Е ( 1 ,  2) . Она, о"-tе­
видно, равномерно непрерывна на к;аждом из интервалов 
(0, 1) и ( 1 , 2 ) ,  но легк;о проверитъ, "-tто она не является 
равномерно непрерывной на их обвединении. 
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Глава 3 .  Задачи. 

§1 .  Определения предела 
(предельного значения) функции. 

Здесь мы рассмотрим задачи на понимание определений 
предела функции по Коши и по Гейне. 

1.1 .  Доказать, что lim sin .! не существует. 
Х-+00 

Х 

Решение. Рассмотрим последовательности {хп} ,  {Уп} ,  где 
Xn = 27Г;+1!. -t О, Уп = 27Г;+ 1!.  -t О . Заметим, что f(хп) = 2 6 
sin _.!_ = 1 ,  f(Уп) = sin ...!... = -21 , для любого n Е .N. Поэтому Xn Yn · 
lim f(хп) = 1, а lim f(Уп) = � - Согласно определению 

Х-+00 Х--+00 

предела функции по Гейне, это означает, что lim sin l не 
Х--+00 

Х 

существует, что и требовалось доказать. 
1 .2. Доказать , что lim х2 = 4, пользуясь определением х--+2 

предела по Коши и указав по любому с > О соответствую-
щее ему (какое-нибудь) б =  б(с) > О. 
Решение. Воспользуемся определением предела по Коши. 
Заметим,  что неравенство / х2 - 4/ < с эквивалентно двой­
ному неравенству: � < l x l = ±х < J4 + с. Из двух 
возможных интервалов для х выбираем то'г, в котором 
содержится число 2, а именно, интервал: � < х < 
J4+€. Определим, при каких б > О полученное неравен­
ство для /х / следует из неравенства: О < / х - 2 / < б. То 
есть при каких б > О б-окрестность точки 2 содержится 
в интервале ( �; J 4 + с) . Ясно, что б должно удовле­
творять неравенству: О < б < min{ J4+€ - 2 , 2 - �} . 
Вычисления rюказывают, что min{ J4 + с-2 ,  2 - �} = 
J4+€ - 2 .  Итак, для произвольнаго с > О ·мы нашли 
б =  б(с) > О  такие, что для всех х, удовлетворяющих нера­
венству О < /х - 2 / < б, верно неравенство: /х2 - 4 /  < с. 
Ответ: О < б :::::; J 4 + с - 2 .  

1 . 3. Доказать, что lim /boxn+ . . .  +bn-lx+bn / = +оо, где 
х--++оо 

Ь0 =1= О. Воспользоваться определением предела r:ro Коши 
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и указать по любому Е > О соответствующее ему (какое­
нибудь) б =  б(с) > О. 
Решение. Рассмотрим неравенство: 

(1) 

Для упрощения его решения рассмотрим более сильное 
неравенство: / boxn + . . .  + bn-lX + Ьп / � jb0xn j - ( j b1xn-l j + 
. . .  + / Ьп-1х / + / Ьп / )  > с . Последнее неравенство равносильно 
следующему: 

(2)  

Посмотрим, какое неравенство для х является достаточ­
ным для его выполнения. Пусть, нап;имер , каждое слага­
емое в правой части меньше, чем J;l , то есть пусть 

1 ь1 хп-1 / < 
/x / n , . . . , / Ьn-1 / /x / < / x /n / Ьп / + с < / x /n (З) Ьо n Ь0 n ' / Ь0 / n 

Сокращая неравенства (3) на /х / в соответствующих степе­
нях, умножая их на n и извлекая корень соответствующей 
степени , приходим к следующим перавенетвам для jx j :  

·, ь1 / l / ( Ьп-1 _r / Ьп / + с r n Ьо < х ,  . . .  , n / --ь;- / ) п-1 < / х / ,  (n /Ьо /  ) " < /х / . 

Таким образом, получаем для /х / итоговое неравенство: 

/х / > max{n/ Ь
bl / ,  . . .  , (n / Ьn-l / ) n:r , (п jЬп / + с ) � } о Ьо /Ьо /  

Отсюда получаем, что при любом б =  б(с) , удовлетворяю­
щем неравенству: 

б > max{ n/ �� / ,  . . .  , (n /  b�:l / ) n:r ' (п / Ь1ilo7 
с ) � } ,  
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из неравенства: lx l > д  будет следовать неравенство (2 ) , а 

значит и исходное неравенство (1 ) .  Согласно определению 

предел
'
а функции по Коши, это ознаqает, что х��оо IЬoxn + 

+ ь х + Ь 1 = +оо что и требовалось доказать. 
. . .  n- 1  n ' 2 2 

1 4 Доказать что lim ---1 = - - 0, указав, согласно 
' ' ' х->-0 3 + е Х 3 

определению предела по Коши, для любого с: > О соответ-

ствующее ему (какое-нибудь) д = о(.::) > о. 
2 2 

Решепие. Во-первых, заметим, что ---1 < -3 при любом 
3 +  e :r. 

х Е JR.  Зададим произвольное .:: > О и рассмотрим нера-

. 2 
> 

� _ .:: Если оно верно для любого х, 
венство. 1 3 · 3 + 6  
удовлетворяющего неравенству -а < х < О для некоторо-

го а > 0 ,  то ДЛЯ сравнения О И Е МОЖНО ВОСПОЛЬЗОВаТЬСЯ 

следующей цепочкой неравенств: 

_2
--;- > 

2 > � _ .:: = 
_2_-_3_.:: , 

3 + е � 3 + e- i - 3 3 
1 3 + е- б  3 -}  < 

отк"да получаем· < --- . Следовательно, е J • 2 - 2 - 3.:: 
_6 _ _ 3 =

�
- Отсюда, предполагая (без потери общ-

2 - 3.:: 2 - 3.:: 1 
9.:: 

ности) , что .:: < � и логарифмируя, имеем: --g  ::; ln 2 _ 3.::
' 

_ s: > (ln �)-1 что равносильно неравенству: то есть и _ 2 _ 3с; ' 
0 < (ln 

2 - 3.:: )-1
. Итак, для любого с: > О, взяв положи-

- 9.:: 
( 2 - 3.:: ) -1  м что для 

тельное число д = а (.::) ::; ln -9- , получае , 
Е 2 2 2 

любого х -д < х < О, верно, что -3 > ---1 > -3 - с:. Со-, 3 + е х  
гласно определению предела функции по Коши, это озна-

1. 2 - � _ 0 что и ТJ)ебовалось доказать . 
чает что 1m 1 - 3 ' 1 Х->-0 3 + е Х 
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. 2 1.5. Доказать, что l1m 1 = +0, указав, согласно 
х->+0 3 + е Ж 

определению предела по Коши, для любого .:: > О соответ-
ствующее ему (какое-нибудь) а =  д(.::) > о . 

2 
Решение. Очевидно, что 1 > О для всех х Е IR. Рас-3 + е Ж 
смотрим для произвольно заданного .:: > О неравенство: 2 
О < 1 < .:: при х > О. Решая правую часть этого 3 + 6 

1 2 
двойного неравенства, получаем: е х  > - - 3. Полагая (без 

2 Е 

потери общности) ,  что - - 3 > О ,  и логарифмируя, име­
.:: 

1 2 - 3.:: 2 - 3.:: 
ем: - > ln -- , то есть х < (ln -- )-1 . Отсюда сле-

х Е Е 
дует, что для любого х,  для которого верно неравенство: 2 - 3.:: 0 < Х < О (Е) ::; (ln -- ) -l , НеОбХОДИМО верно неравен-

2 
Е 

ство О <  1 < Е. Согласно определению предела функ-3 +  6 2 
ции по Коши, это означает, что lim 1 = +0, что и 

Х->+0 3 + 6 
требовалось доказать. 

1 6 п D(  ) _ { 1 , х - рациональное, 
. . усть х - - функ-

О, х - иррациональное 

ция Дирихле. Доказать, что она не имеет предела ни в 
одной точке. 
Решение. Действительно, пусть а Е К Тогда существует 
така� последовательность {х�} , что lim х� = а, х� -=/= а, n->+oo 
х� рациональные, и существует последовательность { х�} ,  
такая, что lim х�  = а, х�  -=/= а ,  х� иррациональные. От-n-++оо 
сюда lim f(x�) = 1 ,  lim f(x;� ) = О .  Значит, согласно 

n-++oo n-++oo 
определению по Гейне, функция f(x) не имеет предела в 
точке а .  
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Задачи для самостоятельной работы. 
1 .  7. Рассмотрим функцию 

{ -1 , х < О, 
f (x) = sgnx = О, х = О, 

1 ,  х > о. 

Доказать, что lim sgnx не существует. 
х-->0 1 

1.8 .  Доказать, что lim (x · sin - ) = О, указав для любого 
х-->0 Х 

с > О соответствующее б (с) .  
3х 3 

1.9. Доказать, что lim --- = - + О, указав для 
х-+-оо 1 + 2х 2 

любого с > О соответствующее б (с) . 
1.10.  Доказать, что lim (x2 - 2х + 1 )  = 4, указав для 

Х-->3 
любого с >  О соответствующее б(с) . 

1 . 1 1 .  Доказать, что lim 3
х = 1 - О, указав для любого 

Х-->-0 

с > О соответствующее б (с) .  
§2. Простейшие приемы вычисления пределов. 

Рассмотрим несколько примеров вычисления пределов функ­
ций с использованием теорем об арифметических операци-
ях над функциями, имеющими конечные пределы, а также 
прием замены переменной. 

х2 - 3 
2. 1 .  Вычислить предел: lim 3 2 5 · Х->2 Х + Х -

Решение. Используя результат задачи 1 . 2 выше, условие 
х -* 2, а также теорему об арифметических операциях 
над функциями, имеющими конечные пределы, получаем: 

х2 - 3 4 - 3 1 
lim = -
х-+2 Зх2 + х - 5 3 · 4 + 2 - 5 9 

2 .2 .Вычислить предел: lim ( Гх+2 - JX) .  х-->+оо 
(х + 2) - (х) 

Решение. lim ( J х + 2 - JX) = lim JX+2 JX 
х-->+оо х-->+оо Х + + Х 

lim 
2 = (JX+2 + Vx ----7 +оо) = О. 

х-->+оо .JX+2 + -JX х->+оо · 
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2.3. Вычислить lim (sin 
2п-х 

у.  
х->+оо 5х + 1 

3 1 .  2п-х 1 2п- 2п-Решение. аметим, что 1m im --1 = - -
х-->+оо 5х + 1 х-->+оо 5 + - 5 х 2п- 2п-

о, так как О < --1 < - при любом х > О. Кроме того, 
5 + - 5 

х 
2
5
7Г < � '  поэтому при х > О ,  в силу возрастания синуса 

в первой четверти, всегда О < sin 5;-тr;_1 < siп 2
5
7Г = а < 1. 

Следовательно, 

2п-х О < ( siп ) х < ах , х > О 5х + 1 (4) 

Взяв любую последовательность { xn}n::::1 ,  Xn > О , сходя­
щуюся к +оо, получим, что axn -* О .  Значит, lim ах = О 

х-->+оо 

(в силу определения предела функции по Гейне) . Отсюда, 
по теореме о предельном переходе в двойном неравенстве 2п-х (4), следует, что lim (sin )х = О .  

х-->+оо 5х + 1 
. х2 - 5х + 6 

2.4. Вычислить предел l1m 
2 

. 
х-+3 х - 8х + 15 

Решение. Используя алгебраические преобразования и со-
кращая на (х - 3) =1- О, получаем цепочку равенств: 

lim 
х2 - 5х + 6 (Q) = lim 

(х - 2) (х - 3)  = lim 
х - 2 = Х-->3 х2 - 8х + 15 о Х->З (х - 5) (х - 3) х-+З х - 5  

1 
2 

х
7 

- 1  
2.5. Вычислить предел lim -3-- . 

x-+l Х - 1 
Решение. Используя замену переменной, алгебраические 
преобразования и сокращая на новую переменную t =f- О ,  
получаем следующие равенства: lim 

х
3

7
- 1 = (Q) = (х = 

X->l  Х - 1 0 

t + 1 )  = lim 
( t + 1 )  

7 
- 1 = lim 

7t + а ( t) . t = lim 
7 + а ( t) 

t ...... o ( t  + 1)3 - 1 t-.o 3t + {З(t) · t t ...... o 3 + {З(t) 
7 ( где a(t) ,  {З(t) - бесконечно малые при t -* О) = 3 ·  
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2.6. Вычислить предел lim (-5- _ _ 7_) 
х---.1 х5 - 1 х7 - 1 . 

Решение. Воспользуясь заменой переменной, алгебраиче­
скими преобразованиями и сокращая на ·t2 -=f. О, получим 
цепочку равенств: lim (-5- - _7_) = (оо _ оо) = х---. 1 х5 - 1 х7 - 1 
(положим х = t + 1 )  = lim (

 5 _ 7 ) _ 
t--->0 (t + 1 ) 5 - 1 (t + 1 ) 7 - 1 -

l' ( 5 7 ) 

t� 5t + ( 10 + a)t2 7t + (21 + f3)t2 = (а = a(t ) ,  f3 = 
/З(t) -бесконечно малые при t --7 О) = lim 35t2 + 5f3t2 - 7at2 

t--.o 35t2 + 1t2 
= ( где 'У = 'Y (t) --7 О при t --7 О) = lim 35 + 5/3 - 7а = 1 

г-------t--->0 35 + 'У  о 
2.7. Найти !im ! + J! + Г!_ -Х-->+0 Х Х v -;; 

Решение. lim ! + J! + Г!_ -х---->+0 Х х V -;; 

!_ - г;-:rf, х y -;; + V -;; 

� - J; + {f � 
( оо - 00) = ( t = � )  = lim ( t + V�t +

-�____;_
t) - ( t - J t + �) 

х t---->+oo )t + vt + � + Vt - vt + �  

= lim ( Vt + �) + )t + �) ( сократим ) 
t-->+oo . j . / = на � и пе-

V t + J t + � + у t - J t + � рейд ем к х 

= 2 lim V1 + JX 
х---->+0 j / 

= 1 .  
y 1 + Vx + vY + y 1 - Vx + vY 

/x + )x + JX  
2.8 .  Вычислить lim У = (00) х---->+оо JX+} 00 . 

Решение. lim V х + J х + 
JX 

= 
( сократим ) _ 

х---->+оо JX+1 на 
JX -
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. V1 + Jx-1 + Vx=3 
l1m - (х- 1  --7 +0) 1 х-++оо J1 + х-1 

-
= . 

Задачи для самостоятельной работы. 
Вычислить пределы: 
2.9 lim ( )2х + JX - J2x _ 1 ) х-->+оо . 
2.10 lim хз - 2·7: - 1 

х--->-1 х5 - 2х - 1 . 
xs - 25 

2.11  lim --=---х--.2 хЗ - 23 . 

2.12 lim 
V,...:::.2x'--_-V-;=2x=-==ffx=2=x 

х-++оо J5x - 1 

2.1з "�' ( � - N- � - н) . 
Ответы: 

2.9. 
1
/() ; 2. 10} . 2. 1 1 . 20 о 2 12 f!_. 2 13 J5 - V3 

2v 2 3 ' 3 , . · v  5 '  . . 
2 . 

§3 .  Вычисление пределов функций с помощью 
I и II замечательныех пределов. 

В следующих примерах используется непрерывность 
элементарных функций, прием замены переменной а так­
же I и II замечательные пределы и следствия из н�х. 

3.1 . ВычислИть предел lim 1 + 
.
sin х - cos х = (Q) 

р 
х--->0 1 + SШ 5х - COS 5х 0 . 

ешение. Используя тригонометрические преобразования 
и I замечательный предел, получаем: 
lim 1 + sin х - cos х . 2(sin � )2 + 2 sin :Е cos :Е 

0 1 . = l1m 2 2 х--. + SШ 5х - COS 5Х х--->0 2 (sin 5; )2 + 2 sin 52х COS 5х = 
= lim . 

sin � ( sin � + cos � )  � 
= 
( sin а � о ,  ) 2 1 х--.о Slll 5х (si 5х + 5х ) 5 х = -2 n 2 cos 2 · · - cos а ---+ 1 5 2 О<-->0 
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7ТХ 
3.2. Вычислить предел lim(2 - х) tg -4 = (О · оо ) . 

Х->2 
7ТХ 

Решение. lim (2 - х) tg - = (замена: х = t + 2) = 
Х->2 4 . 

1Г( t + 2) . ?Тt . �t cos �t 4 = - lim t tg = l1m t ctg - = l1m 7Г . 1rt = 
t->0 4 t-+0 4 t-+0 4 . sш 4 7Т 

. tg3 х - 3 tg х (О) 
3.3. Вычислить предел lш� ( zt: ) = -0 · х-+ з cos х + 6 

. tg3 Х - 3 tg Х 7Т 
Решение. lш:� ( ZI) = (замена х =  t + -3 ) = 

х-+ 3 cos х + 6 ( применим формулу tg ) 
l . tg(t + � ) [tg2 (t + �) - 3] = суммы; tg(t + ZI: ) ---t vГз 
1m ( 7Г ) 3 t-+0 t-+0 cos t + 2 (t + 7Г ) . t cos 2 = - sш 

. v'З( tg2 ( t) + 8 tg t tg � + tg2 � - 3 - 3 tg2 t tg2 � )  -= - 11m -
t-+O sin(t) ( 1 - tg t tg J)2  

tg � = v'З) = _ 1im vГз tg t (sv'З - 8 tg t) = _24_ ( 
3 t-+O sin(t) ( 1 - tg tv'3)2 

. cos(x + �) arctg х (О) 
3.4 .  Вычислить предел l1m . (2 2 )  = -0 · 

х-+О arcsш х 

. cos( х + 5;) al'ctg х ( по формулам ) Решение. l1m . 2 
= приведения 

х--о arcsш(2x ) cos(x + 5; )  = _ sin х 
2х2 sin х arctg х 1 = - lim = - -х-+0 2х2 arcsin(2x2) 2 

. sin2 х - tg2 х ( О) 
3.5 .  Вычислить предел 11m 4 = -0 · 

х-+0 Х 

sin2 х - tg2 х sin2 x (cos2 х - 1 )  
Решение. lim 4 = lim 

2 4 = 
х-+0 Х х->0 COS Х · Х 

. sin2 х(- sin2 х) 
1 = l1m = - . 

х-> О cos2 х · х4 � 
( 1 + х) нvх-

3.6. Вычислить предел lim -?-- = ( 1  00) . 
х-> +оо � + Х 
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� 
Решение. 1im -- = ( 1 + х) нvх-

преобразуем выраже­
ния в основании и в 
показателе и восполь­
зуемся II замечате-

х-++оо 2 + Х 
льным пределом 

-(l+x) [( 1 ) -(x+2)J (x+2)( 1+\I'X) lim -(l+x) = lim 1 - -- = ех-->+оо (:r.+2)(l+v'X) = х-+ +оо 2 + Х ( комментарий: 1im 
( 

- (
)
1
( 
+ х) г,;) = ) Х-> +оо Х + 2 1 + у Х 0 - (1 + .!.) = е  = 1 .  

= 1im х = О х-++оо у'х(1 + �) ( 1 + }з;) 
1 

3.7. Вычислить предел 1im ( 1 - 3х) х = ( 1 00 ) . 
х-+0 ( преобразуем выражение ) 

Решение. lim ( 1 - 3х) � = аналогИ':.;но предыдуще- = Х->0 
му примеру. 

-Зх 
= lim [( 1 - Зх) з;J -"' = е -3 . х->0 

3.8. Вычислить предел lim 2со�2 � -
)
1 = (Q) . 

х-+ � 1n SШ Х 0 
2cos2 x _ 1 7Т 2sin2 t _ 1 Решение. lim = (х = t + -) = lim = х-+ � 1n(sin x) 2 t-+O ln(cos t) 

= вивалентность: 2а - 1 rv а ln 2 
= 1im 1n 2 · sin2 t 

( используем в числителе эк- ) 
при а ---t О ,  а также преобра- t-+O 1n(1  - 2 sin2 � )  
зуем знаменатель ( используем в знаменателе эк- ) _ вивалентность:  ln(1 + а) rv а -
при а ---t О и далее I замеча-
тельный предел 

t2 1 
= ln 2 · lim - = -2 ln 2 = ln -

t->0 _!2, 4 
2 

sin2 t = 1n 2 · lim --­t-+0 -2 sin2 i 2 

ln(2i - 5) (о) 3.9. Вычислить предел lim . = -0 · 
х-+3 esm 1Гх - 1 
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. ln(2x - 5) _ _ _ . ln(1 + 2t) 
Решение. l1m sin 1rx 1 - (х - 3 + t) - �:То e- sin 1rt _ 1 х-з е -( воспользуемся экви- ) 2t . 2 

валентностями ан а- = - lim -.--
t 

= - - · t-o юn 1r 1r 
логично примеру 3 .8  

23х - 32х 
( о) 3 10 Вычислить предел lim . 3 = -0 · • • х->О х + arcsш х 

. (2зх - 1 ) - (32х - 1) = 3 ln 2 - 2 ln 3  = Реш.ение. l1m 
arcsin(x3)

) х->0 х ( 1  + х ( использована эквивалентность вида: ) 
аа - 1 ,....., a ln a, при а -7 О, а так- = ln (�) . 

. arcsin(x3) 1. х3 _ 0 
9 

же: l1m = 1m - -
х-+0 Х х-+0 Х 

Задачи для самостоятельной работы. 
Вычислить следующие пределы: 

sin x - sin a 3. 11 .  lim . 
х-а х - а  

х2 

3 .12 . lim 
V г;:;::;;-;;: · х->0 1 + x sin X - y COS X 

. 1 - yCoSX 3 .13. l1m ( г;) . х-о 1 - cos v х 

1 + cos 3x 
3 .14. lim . 

2 7 . 
X->1r Slll х 

tg х - sin x 
3. 15 .  lim ( 2 ) х->0 Х 1 - COS Х 

72х _ 5Зх 
3 .16 .  lim 3 х->0 2х - arctg х 

. tg(3� - 3) 
3 .17. l1m 

( 3"
) 

· 
x-7r 3cos 2 - 1 3 

3.18 .  l im ( 1  - ln(1 + хз) )  х2 arcsin x .  
х->0 _1_ 

( sin x ) х - а 
3. 19. lim -.-х->а Slll а siп( 1ТХ ) 
3 .20. lim(2 - x) 1"(23) . 

х->1  
Ответы: 
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4 9 1 125 3. 1 1 . cos а;  3 .12 . 3 ; 3 . 13 .0; 3 . 14 . 98 ; 3 . 15 . 4 ; 3 .16 . ln 49 ; 
2 3 . 17. - - ;  3 .18 .е-3 ;  3 . 19 .ectga ;  3 .20 .е .  7Г 

§4. Вычисление пределов на бесконечности. 

В этом параграфе мы рассмотрим еще несколько приме­
ров вычисления пределов при х -7 ±оо, х -7 оо, пользу­
ясь, как и выше, свойствами непрерывности элементарных 
функций. 

ln( 1  + ех ) ( оо ) 4.1 .  Вычислить предел lim = - . х->+оо Х 00 
1 . 

1n(l  + ех ) 
1
. 1n[e

x
( l  + е-х ) ]  Решение. 1m = 1m = х->+оо Х х->+оо Х 

1
, х + 1n( 1  + е-х) 

1
. ( 1n(1 + е-х ) ) = lffi = lffi 1 + ---'---х->+оо Х х->+оо Х 

= 1 + lim е-х 
= 1 .  

х->+оо Х 
4.2.Найти 1im (Vl + х + x2 - V1 - х + х2 )  = ( оо - оо) .  

х-+-оо 
Решение. lim ( V1 + х + х2 - V1 - х + х2) = 

Х-+-00 

= l1m = менателе 1 х 1 = 
. 2х 

( Вынесем в зна- ) 
х--оо J1 + х + Х2 + V1 - х + Х2 

-х и сократим 
1 

= -2 1im = - 1 .  Х->-оо . /1 + l + l_ + /1 _ l + l_ V х х2 . V х х2 
4.3.Найти 1im (V1 + х + х2 - -Jг-1---х-+-х-;;'2 )  = ( оо - оо) .  х->+оо 

Решение. lim ( v�1-+_x_+_x-;;-2 - V1 - х + х2 )  = х--++оо 

= lim х 
= менателе lx l = 

2 ( Вынесем в зна- ) 
х->+оо V1 + х + Х2 + V1 - х + Х2 

х и сократим 
1 

= 2 lim = 1 .  
Х->+оо . /1 + l + j_ + . /1 - l + j_ V х х2 V х х2 
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4.4. Найти предел: lim х (� - aгctg _х_) = (оо . О ) . 
Х-+00 4 Х + 1 

Решение. lim х (� - aictg _х_) = ( ! ::с�� x�l 
= ) 

Х-+00 4 Х + 1 t :::::> a rv g a  

= lim х · tg (� - aгctg _х_) = lim х . 
tg � - xfr . 

х-+ оо  4 х + 1  х-+оо 1 + (tg � ) · x�l 
х ( 1 - _L_ ) х 1 = lim x+ l = lim -- = - .  

Х-+00 1 + _L_ Х--<00 2Х + 1 2 x+l 
4.5.  Найти lim х (� - aгcsin �) = (оо · 0) .  

х-++оо 2 х2 + 1 

. (� . х ) Решение. l1m х - - агсsш � = 
х---т+оо 2 у х2 + 1 

( :::1:��ч:�) ' ) 
используем: 
sin a rv а а-+0 

= lim х sin (� - aгcsin �) = 
х---т+оо 2 у х2 + 1 

х 
V 

х2 
= lim х cos (arcsin � ) = lim х 1 - -2-- = 

х---т +оо у х2 + 1 х-+ +оо х + 1 
. х 

= l1m = 1 . 
х---т +оо Jx2 + 1 
Задачи для самостоятельной работы. 
Вычислить следующие пределы: 

J х2 + 4 - � 4х4 + 1 
4.6 .  lim . 

х-++оо Х 

J х2 + 4 - � 4х4 + 1 
4.7. lim . 

Х-+ - 00  Х 

4.8. Iim х3 ( 'Vг-
х
-
2 
_
+
_

V
_

x
_

4
_

+
_

1 - xh) . 
х-++оо 

l. ln(x2 - 4х + 4) 
4.9. lill 

х---т+оо ln(x10 + 5х7 + 2) 
1 l 

4. 10.  lim х2 (6 - e x+l ) . 
х---тоо 

Ответы: 
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V'4 V'4 � 1 
4.6. 1 - 4 ;  4 .7. 4 - 1 ;  4.8. 8; 4.9. 5 ;  4.10.  1 .  

§5. Асимптотическое сравнение функций. 
Символика "о-малое" и "О-большое". 

Рассмотрим ряд задач, связанных с асимптотическим 
сравнением функций. Везде ниже будем предполагать, что 
х --> а, где а - некоторая заданная конечная точка или +оо, 
-оо, оо. Символ "о-малое" и "О-большое" будем обозначать 
соответственно буквами о, О.  

5 . 1. Доказать, что если J(x)  = o(g(x) ) ,  то f(x) = O(g(x) ) .  
Решение. Условие: f(x) = o(g(x)) по определению означа­
ет, что J(x) = а(х) · g(x) , где а(х) - бесконечно малая 
при х --> а .  А так как всякая бесконечно малая функция 
при х --> а является ограниченной в некоторой "проко­
лотой" окрестности а,  то согласно определению символа 
"О-большое" , это означает, что J(x) = O(g(x) ) ,  что и тре­
бовалось доказать. 

5 .2. Доказать, что если J(x) rv g(x) , то o(f(x) ) = o(g(x) ) . 
Решение. Условие: J(x) rv g(x) по определению означает, 
что f(x) = (З(х) · g(x) , где (З(х) имеет предел, равный 1 ,  
при х -+ а .  Следовательно, o(f(x)) = а(х)(З(х) · g(x) , где 
а(х) - бесконечно малая, а (З(х) стремится к 1 при х -->  а .  
Но тогда, согласно свойствам функций, имеющих конеч­
ные пределы, произведение а(х)(З(х) является бесконеч­
но малой функцией при х -+ а. следовательно, o(f(x)) = 
а(х)(З(х) . g (x) = o(g(x) ) ,  что и требовалось доказать. 

5.3. Доказать, что O(o(f(x)) )  = o(O(f(x) ) )  = o(f(x)) 
Решение. Согласно определению "о-малого" и "О-большо­
го", O(o(f(x) ) )  = (З(х) · (а(х) · f(x) ) ,  где (З(х) ограничена в 
некоторой "проколотой" окрестности а ,  а а(  х) - бесконечно 
малая при х -+ а. Следовательно, произведение (З(х)а(х) 
является бесконечно малой функцией при х -+ а .  Согласно 
определению ' 'о-малого" , это означает, что O(o(f(x) ) )  = 
(fЗ(x)a(x) ) -j (x) = o(f(x) ) . Таким же образом, o(O(f(x) ) )  = 
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а(х)  · (!З(х) · f(x) ) , где а(х) - бесконечно малая при х -> а , 
а {З (х) ограничена в векоторой "проколотой" окрестности 
а. Поэтому o(O(f(x) ) )  = (а(х) · {З(х) ) · f(x) ) = o(f(x) ) . 
С другой стороны, всякую функцию вида о(! ( х ) )  можно 
представить как o(f(x) )  = а(х) · f(x) = а (х)  · (!З(х) · J(x) )· 
взяв {З(х)  = 1 ,  где а(х) -> О при х ->  а. Поэтому o(f(x)) = 
o(O(f(x) ) . Аналогично, при тех же {З(х) и а(х) , o(f(x) ) = 
({З(х)  · а(х) )  · f(x) = {З(х) · (а(х) · f(x) )  = О · (а(х) · f(.'E) )  = 
O(o(f(x) ) ) .  Все требуемые равенства доказаны. 

5 .4. Доказать, что <р(х) · O(f(x) )  = О(<р(х) · f(x) ) . 
Решение. Согласно определению "О-большого", О(! ( х ) )  = 
{З(х )  · J(x) , где функция {З(х) ограничена в векоторой "про­
колотой" окрестности а .  Следовательно, <р(х) · O(f(x)) = 
<р(х) · {З(х) · f(x) = {З (х) · (<р(х) · f(x) ) = О(<р(х) · f(x) ) , что 
и требовалось доказать. 

5 .5 .  Доказать, что О(<р(х)) · о(<р(х) = о(<р2 (х) ) . 
с " " "О б " Решение. огласно определению о-малого и - ольшого , 

О(<р(х) ) ·о(<р(х) )  = {З(х) ·<р(х) ·а(х) ·<р(х) = {3(х) ·а(х) ·<р2 (х) = 
о(<р2(х) ) ,  поскольку {З (х) · а(х) является бесконечно малой 
функцией при х -> а (так как {З(х) ограничена в "проко­
лотой" окрестности точки а, а а( х) является бесконечно 
малой при х -> а) , что и требовалось доказать. 

5 .6.  Доказать, что функция х3 = о(х) , х -> о. 
Реше?-иiе. В самом деле, х3 = х2 · х, где функция х2 яв­
ляется бесконечно малой при х ->  О. Следовательно, х3 = 
о(х) ,  х -+ О. 

5. 7. Доказать, что функции а(х) = 2х и {З (х) = �хз + х4 
имеют одинаковый порядок малости при х -+ О. 
Решение. Достаточно заметить , что 

2х 2х . 1 
lim = lim = 2 l1m = 2 #- О,  
х->0 �хз + х4 х->0 х . �1 + х х-->0 �1 + х 

поскольку lim �1 + х = 1 .  х->0 
5 .8 .  Доказать, что функция А(х) = 1/х2 имеет в точ-

ке О справа более высокий порядок роста, чем функция 
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В(х) = 1 /х . 
Решение. Утверждение следует из того, что функция А((х)) = В х  � -+ +оо при х -+ +0, то есть является бесконечно боль­
шой в точке а справа. 

5 .9 .  Рассмотрим функции f(x) = 2х2 + 2х + 1 и g (x) = 
х2 . Доказать, что f(x) = O(g(x) )  при х -> +оо. 

f(x) 2х + 1 Решение. Так как -(-) = 2 + = r(x) , и при х > 3 g х х2 
справедлива оценка 1 :::; r(x) :::; 2 ,  то r(x) ограничена в 
некоторой окрестности точки +оо. Следовательно, f (x) = 
O(g(x) ) при х -+ +оо,  что и требовалось доказать. Более 
того, J(x) = O*(g(x) ) при х -> +оо ,  так как существует 

. f (x) 
l1m -

( ) 
= 2 #- О .  

х-->+оо g Х 
Задачи для самостоятельной работы. 

5 .10 .Доказать, что если <р(х)  rv ф(х) при х -+ а ,  то верны 
равенства: <р(х) - ф(х) = о(<р(х) ) = о(ф(х ) ) .  
5 . 1 1 .  Доказать, что при х -+ +оо и О < т < n верно ра­
венство: O(xn) + O(xm) = O(xn) . 
5 . 12 .  Доказать, что при х -+ О и О <  т <  n верно равен­
ство: 

o(xn) + o(xm )  = o(xm) . 
5 .13 .  Доказать , что при х -+ +оо х + 1 = О (�) . х2 + 1 - х 
5.14. Доказать, что при х -> О и а Е JR верно равенство: 

( 1  + х)а = 1 + ах +  о(х) . 
5 . 15 .Доказать, что х2 rv vг--х-,-4 -+-х_".5 , х _, О. 
5 .16 .  Доказать, что функции А(х)  = 1 /х и В(х)  = 3 - 1/х 
имеют в ТО"-IКе О слева одинаковый порядок роста. 

§6 .  Выделение главного члена (главной части) 
определенного вида у заданной функции. 

Рассмотрим несколько примеров решения следующей 
задачи: выде;щrпъ главную ·часrп·ь (глав·пий ''lJLeн) фун'К:­

'Ции f(x) вида С · (g(x) )a , при х -> а (см .  Определение 
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2 . 10 главы 1 ) .  Другими словами, требуется, при заданных 
функциях j (x) , g(x) и точке а (конечной или нет) , найти 
(если это возможно) такой коэффициент С и такой пока.­
за.тель а, что функции j(x) и С ·  (g(x) )a  эквивалентны 
при х --7 а, то есть функция f(x)  представима в виде: 
f(x)  = с . (.q(x) ) a  + o((.q(x) )a )  при х --7 а. . 

6 . 1 .  Найти главный член функции j(x) вида Сха при 
х --7 +оо, если f( .т;) = х2 arcctg x. 

х2 · arcctg х х2 · arctg 1 Решение. lim lim х 
х�+оо с . ха х�+оо с . ха ( ::�п::зt:с� ) 1. Х2 · � 1. х - = lПl -- = lШ -- . - эквив�ен�ностью х->+оо с . ха х�+оо с . ха 

arctg � "' ; 
Легко видеть , что равенство lim с� а = 1 возможно толь-

х�+оо х 
ко при С = 1 и а = 1 .  Следовательно, искомый главный 
член равен х, и имеет место представление: 

х2 arcctg х = х + о(х) при х --7 +оо. 
6 .2. Найти главный член функции f(x) вида Сха при 

х --7 +оо, если f(x) = x2 aгcctg(-x) . 

х2 . arcctg( -х) ( воспользуемся ) 
Решение. lim тем, что 

х�+оо С ·  ха arcctg( -х) --t 1Г 
х->+оо 

х2 . х2 
1Г · lim -- . Легко видеть , что равенство 1r · l1m С ·хо -

х->+оо с • Ха Х->+оо . 
1 возможно только при С = 1r и а = 2 .  Таким образом, 
искомый главный член равен 2х2 , и имеет место представ­
ление: х2 arcctg( -х) = 1r · х2 + о(х2) при х --7 +оо. 

6 .3 .  Найти главный член функции f(x) вида Схсх при 
х --7 О , если j(x)  = ln(cos 1rx) . 

. ln(cos 1rx) . ln( 1 - 2 sin2 ( т ) )  Решение. l1m 
С 

= l1m С а 
= х->0 ха х->0 Х 

-2 sin2 ( 71'x )  -1r2 х2 
= lim 2 = -- lim � .  (В этих преобразовани-

х-.о С ха. 2С х-->0 ха. 
ях мы воепользавались равенством cos 1ГХ = 1 - 2 sin2 ( 1r

2
x ) ,  
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а также эквивалентностями: ln( 1  + а) "' а, siп а "' а при 
-1r2 х2 

а - -7  0.) Далее, ясно, что равенство -- lim � = 1 воз-2С х�о ха. 
можно только при С 

2 
и а = 2 .  Отсюда следует, 

-1Г2Х2 что искомый главный член равен , и имеет место 2 _1Г2Х2 представление: lп(соs 1Гх) = -- + о(х2 ) .  
2 

6.4.  Найти главный член функции f (x) вида С(1 - х)а 
при х --7 1 ,  если f(x)  = хх - 1 .  

х х  - 1 ех ln х - 1 Х lп Х Решение. lim = liш = liш -,-----� 
x�l С(1 - х)а  x->l  С(1 - х)а х--+1 С(1 - х)а 

. х lп ( 1 + ( х - 1 ) )  1 .  lп  ( 1 - ( 1 - х) ) . 1 - х l1m = 1ш = - l1ш . x->l С(1 - х)сх x�l С(1 - х)а х�1 С(1 - х)сх 
В этих преобразованиях мы воепользавались равенством: 
хх = ex ln x , эквивалентностт.ш еа - 1 "' а, lп( 1  + а) "' а 
при а --7 О, а также условием: х --7 1 .  Легко видеть ,  что 

-(1 - х) 
равенство liш 

С( ) 
= 1 возможно только при С = 

Х-->1 1 - Х Q 

- 1 ,  а = 1 .  Поэтому искомый главный член равен, оче­
видно, - (1 - х) , и имеет место представление: хх - 1 = 
-(1 - х) + 8(1 - х) . 

6 .5.  Найти главный член функции f(x) вида С(� )а при 
х --7 оо, если f ( х) = � х4 + ах + Ь - х. 

. � х4 + ах + Ь - х . Х ( 11 + х
аз + :4 - 1) 

Решение. Ьш 
( 1 ) = l1ш 

( 1 ) Х-+00 с - Q Х--+00 с - Q' 
х х :Е (.Q... + .ft.. ) _1 (а +  Е. ) � . .1... 

= lim 4 хз х4 = liш 4х2 х = liш � .  В этих 
х--.оо С(�)а Х-> оо  С(�)сх  х->оо С(�)а  

выкладках мы воепользавались эквивалентностью ( 1 +а )d­
а Ь 1 "' a · d при а --7 О. В даном случае а = - + - --t О. Да­х3 х4 х�оо 

а 1 
лее, ясно, что равенство liш 4

(
· 1х)

2 = 1 возможно только 
Х->00 с - СХ 

х 
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а u u при С = - , а = 2. Поэтому искомыи главныи член ра-4 
вен � (1.) 2 , и следовательно, имеет место представление: 4 х 2 2 � х4 + ах + Ь - х = � ( �) + о( ( �) ) . 

Задачи для самостоятельной работы. . 
Найти для функции f(x) главный член вида С · (g(x) )a 

при х --7 а . В ответе указать соответствующее представле-
ние: f(x) = С · (g(x) )a + o((g(x))a) . 

6.6. f(x) = /х + Jx + JX, a  = O , g(x) = х. 
6.7. f(x) = ln(x2 + 4х) , а = О, g(x) = х. 

�хь - xd 
6.8 . f(x) = 7Г ,  а =  1 ,  g(x) = 1 - х. arctg x - 4 

t 7ГХ 
6.9. f(x) = </ g 2�, a = 1 , g(x) = 1 - х. 3 1 - 7 х 
6. 10. f(x) = / х + Jx + JX, а = +оо, g(x) = х. 

6 .11 .  f(x) = \} 
1 

, а = +oo, g(x) = х. 1 + 8х 
Ответы: 
6.6 .  Jг

x
=
+
-

J-;x
==

+
=

vx:::;:::::x = xt + o(x t ) ,  то есть С =  1 ,  а = � ; 
6 .7. ln(x2 + 4х) = х2 + о(х2) , то ееть С =  1 ,  а =  2 .  

.,Ухь _ xd 1 4 ) _ 1 )  6.8. 7Г = 2(b - d) s (1 - x) - s + o( ( 1 - x s , arctg x - 4 
) ! 4 то есть С = 2 ( Ь -- d s , а = - 5 .  

6.9. 
tg Т = 2.у? ( 1 - х)- � + о((1 - х) -� ) ,  </1 - � 1Г 

2 V7" 4 то есть С = --;-, а =  - з · 
6.10. /х + Jx + Vx = Vx + o(JX) ,  
то есть С = 1 , а = � .  

1 _ !  - _ ! ) с 1 - 1 6 .11 .  = - ·х з +о(х 3 , то есть = 2 , а - - з ·  2 
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§ 7. Отыскание и классификация точ�к разрыва графика функции. 
Рассмотрим несколько примеров отыскания и характе­ристики точек разрыва графика заданной функции f ( х) .  2х 7. 1 .  f(x)  = ( ) 2 . 2 + х  

Решение. Данная функция относится к классу элементар­нызх функций, поэтому она непрерывна во всей области определения. Ее область определения D1 = {х Е lR/x # -2} .  Исследуем точку х = -2,  являющуюся предельной для области определения функции. Найдем односторонние 
2х пределы f(  -2+0) и f(  -2-0) : f( -2±0) = lim ( 

)2 Х-->-2±0 2 + Х - оо. Следовательно, согласно припятой классификации точек разрыва, х = -2 является точкой бесконечного раз­рыва II рода. 
Ответ: х = -2 - точка бесконечного разрыва II рода. х 7.2. f(x)  = -. - . 

sш 2х Решение. Область определения данной элементарной функ-ции Df = {х Е lR/x i= �k , k Е Z}. Исследуем точки xk = �k , подозрительные на разрыв. Найдем пределы при k # 0: 
х 

( 
1Гk
) 

t + 1Гk f(xk+O) = lim -- = t = х - - = lim 2 
х
-+ "2k +О sin 2х 2 t-++O sin ( 1Г k + 2t) 

= - l1m = ' ' · 1Гk . (- 1 ) k { +оо k = 2m· 
2 t-++O siп(2t) -оо, k = 2m + 1 ' 

f ( xk-О) = lim -- = t = х - - = lim 2 
х ( 1Гk

) 
t + 1Гk 

х--> ';k -о siп 2х 2 t-+-0 sin ( 1Г k + 2t) 1rk . (- 1 )k+1 { -оо k = 2m· 
= 2 t��o sin(2t) = +оо : k = 2m

'
+ 1 · 

Е х 1 ели k = О, то f ( х0 ± О) = lim -. - = - . 
х-->±0 sш 2х 2 Ответ: В точках xk = �k , k # О, - бесконечные разры­вь1 П рода; в точке х0 = О - устранимый разрыв. 2 7.3. f (x) = -. lп 2х 
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Peweuue. Область определения данной элементарной функ­
ции Df = {х Е lRJx > О, х =f. Н· Исследуем точку х = � '  
являющуюся предельной для области определения функ­
ции и справа, и слева. Найдем пределы: Ja ± 0) .  

. 2 . 2 -
J ( l  ± О) = 11m -- = 11m 2 x-.!±o 1n 2x x-.!±o 1n(l + 2(x - �) )  

. 2 11m ( 1 ) = ±оо. Это означает, что в точке х1 = � 
х-. !±о 2 Х - 2 

график функции имеет бесконечный разрыв II рода. 
Ответ: В точке х1 = � - бесконечный разрыв II рода. 

3х 
7.4. f(x) = 2х . 

1 - е 2-х 
Peweuue. Область определения данной элементарной функ-
ции Df = {х Е lRJ .т, =f. 2, х =f. 0}. Исследуем точки х1 = 
2, х2 = О, являющиеся предельными для D1 . Найдем пре-

делы: f(2 ± 0) ,  !(±0) . f(2 + О) = lim 3х 
2х = Х->2+0 1 _ е 2-х 

( так как 2�х � -оо, ) . 3х = -1L = 6 ,  j(2-0) = 11m 2х то е 2-х � о х-+2-0 1 - е 2-х 
( так как � � +оо, ) -1L 2-х = О. Таким образом, f(2 - О) = то е 2-х � +оо 
О =f. 6 = f(2 + 0) . Поэтому в точке х1 = 2 график фуm<­
ции имеет разрыв I рода (неустранимый) . Далее, !(±О) = 

. 3х 3х 3(2 - х) l1m 2х = 1im -- = - lim = -3 .  Это Х->±0 1 _ е 2-х Х->±0 - 2�Х Х-->±0 2 
означает, что в точке х2 = О график функции имеет устра­
нимый разрыв . 

Ответ: В точке х1 = 2 разрыв I рода (неустранимый); 
в точке х2 = О устранимый разрыв. 

7 5 ( ) _ { COS 1Г3
Х , Jx J  :::; � ;  

. .  g x - 1 1 3 1 1 3 х - 2 >  х > 2 ·  
Peweuue. Область определения данной элементарной функ-
ции Df = JR. При этом на отрезке [- � ;  �] и вне него функ­
ция задана различными формулами, представляющими эле­
ментарные функции. Следовательно всюду, кроме, может 
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быть, точек -- � ,  � ,  функция заведомо непрерывна. Иссле­
дуем точки х1 = - � , х2 = � . Найдем пределы: f (- � ± 
О) , f( � ± 0) .  Поскольку функция четная, то J(  -� ± О) = 
Ja =t= 0) .  Следовательно, достаточно вычислить, напри-
мер,  f(�  =t= 0) . f(� + О) = lim cos 1rx 

= О , f(� - О) = Х-+�+0 3 

li� Jx J - -2
3 = О. Получили, что f( � =t= О) = О = g(i ) .  Это х-. 2 -о 2 

означает, что функция непрерывна в точке х2 = � . В силу 
четности, g (x)  непрерывна и в точке х1 = - � .  

Ответ: Данная функция непрерывна на всей числовой 
оси. 

Задачи для самостоятельной работы. 
Найти и охарактеризовать точки разрыва функции f ( х) 

(если они имеются) : 
1 - COS 7rX 7.6 . f(x) = J 16 - x2 J ' 

7.7. f(x) = ютtg (-1- + -1- + -1-) ; 
х - 1 х - 2  х - 3 

7.8. f(x) = { хз ' О :::; х :::; 1 ; 
2 - х, 1 < х :::; 2 .  

7 .9 .  f(x) = ( - 1) [xJ , где [х) - целая часть х. 
х2 

7. 10. f(x) = ln -:-:-----­J (x + 2) (х - 5) J .  
Ответы: 

7.6 . В точках х1 = -4 , х2 = 4 устранимые разрывы. 
f( -4 ± О) =  1im f (x) = O , f (4 ± О) =  lim f(x) = О. Х-+-4±0 Х->4±0 
7.7.  В точках Х1 = 1 , х2 = 2, х3 = 3 разрывы I рода 
(неустранимые) . f(1 ± О) = f(2 ± О) = f(3 ± О) = ±� .  
7.8 . Точек разрыва нет. Функция непрерывна . 
7.9 Точки Xn = n, n Е Z, являются точками разрыва I ро-

( { ± 1 n ЧеТIЮ · да неустранимыми) . f(n ± О) = ' ' 
=t=1 ,  n нечетно. 

7. 10 Точки х1 = -2,  х2 = 5 являются точками бесконеч-
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ных разрывов (II рода) . 

§8.  Равномерная непрерывность функции. 

8. 1 .  Доказать равноl\,Iерную непрерывность функции 
f(x) = ijX на ( -оо; +оо) , пользуясь ее определением, т; 
есть найти для любого с > О соответствующее ему д = 
д(с) > О. 
Решение. Так как f(x) = ijX является элементарной функ­
цией, то она непрерывна на всей числовой оси, являю­
щейся ее областью определения. В частности, по теореме 
Кантора, она равномерно непрерывна на сегменте [-2 ;  2] . 
Пусть задано произвольвое с > О. Тогда, в силу равно­
мерной непрерывности на [-2;  2] , существует такое д1 = 
д1 (с) > О, что для любых точек х1 , х2 Е [-2; 2] таких, что 
lx1 - xz l < д1 , верно, что дf = lf (x1 ) - f(x2 ) 1 < с. Далее, 
при lxl � 1 и достаточно малом lдxl , так что 1 + �х > О, 
имеем: lдfl = l f(x + дх) - f(x) l  = l �x + дх - ijXI = 

1 дх 1 
( вынесем в ) 

= 2 1 2 = знаменателе = 
j (x + дх)з  + [(х + дх)х] з  + хз j х� за скобку. 

lдxl  
Х � J ( 1  + �х ) � + ( 1 + �х ) � + 1 j  

< lдх /  < с. Отсюда видно, 

что из неравенства j6.x/ < д2 будет следовать неравенство 
J дfl  = l f(x + дх) - f(x) l < с при любом д2 , О < д2 = 
д2 (с) ::::; с .  Окончательно, положим д =  rniп{д1 , д2 , 1 } . Тогда 
для любых точек х1 ,  х2 Е JR, j x1 - х2 / < д, будет выполнено 
неравенство дf = lf (xi ) - f(x2) / < с, так как в этих усло­
виях или обе точки находятся на отрезке [-2;  2] , или обе 
они одновременно лежат либо в [ 1 ; +оо) , либо в (-оо; - 1] .  
Итак, для любого с > О указано д = д(с) > О ,  удовлетво­
ряющее определению равномерной непрерывности. 

8.2. Исследовать функцию f(x) = x cos x на равномер­
ную непрерывность на интервале [О; +оо) . 
Решение. Покажем, что данная функция не является рав-
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в:ом:ерно непрерывной на указанном интервале. То есть по­
кажем, что существует такое Е > О, что для любого д > О 
можно указать такие точки х1 , х2 Е [О; +оо) , что lx1 - х2 / < 
д, в:о l f (xi ) - j(x2) 1 � с .  С этой целью рассмотрим последо­
вательности {xn}n=l,2 , . . .  , {Уп}п=1,2, . . .  , где Xn = 1rn + � ,  Уп = 
JГn+ � + � . Ясно, что /хп - Уп l = � '  lдfn l = J f (xп ) - f(Yп) l  = 
1 О - ( 1rn + � + �) cos ( 1rn + � + �) 1 = ( 1rn + � + � ) siп � = 
sin 1. ( 11' 1 ) -r- · 1r + zп + п2 ---t 1r. Поэтому, например, для с = :!!:2 � п�оо 
можно указать такой номер N = N ( � ) , что для любого 
n, n > N, будет 1 /дfn l  - 1rl < � '  то есть � < lдfп l  < з; . 
Таким образом, взяв Е = � ' для любого д > О любая пара 
точек Xn , Уп с номером n > rnaxн , N( �) } удовлетворяет 
условиям: lxn - Уп l = � < д, I 6.Jп l = IJ (xn) - f(Yп ) l  > � · 
Это означает, что данная функция не является равномер­
но непрерывной на указанном интервале. 

8.3. Исследовать функцию f(x) = cos(x2) на равномер­
ную непрерывность на интервале [О; +оо) . 
Решение. Покажем, что данная функция не является рав­
номерно непрерывной на указанном интервале. Рассмот­
рим последовательности {хп }п=1,2, . . .  , {x� }n=1,2, . . .  , где Xn = 
/2iii, х� = )27rn + 1r .  Легко видеть , что lдn l  = lxn - x;t 1 = 
1� - J21rn + 1r j = .J2in 7Г ---t О .  Поэто-27Гn + )27rn + 7r n-++oo 
му для любого д > О при достаточно большом n будет 
/дп /  < д. Однако для любых n Е N имеем: l дfп l  = lf (xп ) ­
f(x�) l = l cos (xп)2 - cos (x�)2 1  = 1 1 - (-1 ) 1  = 2. Таким обра­
зом, взяв с =  2 ,  получаем, что для любого д >  О имеются 
пары точек (хщ х� ) с условием: lдn l = lxn - x� l < д, но од­
новременно /дfп /  = j f (xn ) - f(x�) l = с =  2. Это означает, 
что что данная функция не является равномерно непре­
рывной на указанном интервале. 

8.4. Исследовать функцию f(x) = х2 - Зх + 8 на рав­
номерную непрерывность на интервале [О; 5] . Указать для 
JПобого с >  О соответствующее б(с) > О. 
Решение. Данная функция является элементарной, и по-
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тому непрерывна на всей числовой оси, являющейся ее об­
ластью определения. Следовательно, в силу теоремы Кан­
тора, она равномерно непрерывна на [О; 5] . Пусть задано 
произволыюе Е > О . Найдем соответствующее б = б(Е) . 
Рассмотрим неравенство /f (x) - f(y) / = / (х2 - Зх + 8) � 
(у2 - Зу + 8) / = / (х2 - у2) - З(х - у) / ::; /х2 - У2 1 + 3 / х - У /  = 

/х - у / ( /х + у/ +  3) < /х - Yi ( lx l  + IY I  + 3) ::; 13 /х - у /  < Е .  
Отсюда следует, что достаточно взять 1 х - у 1 < 1"3 , чтобы 
обеспечить справедливость неравенства / f(x) - f (y) / < Е. 
Поэтому произвольному заданному Е > О соответствует 
любое б = б (Е) , удовлетворяющее неравенству: О < б ::; 1"3 .  

8.5 .  Исследовать функцию f(x) = ln x  J:Ia равномерную 
непрерывность на интервале (О; 1) . 
Решение. Данная функция является элементарной, и пото­
му непрерывна на всей области определения D f = (О; +оо) . 
Покажем, что она не является равномерно непрерывной на 
(О ; 1). Рассмотрим последовательности {xn}n=1,2 , . . .  , {x�}n=l,2, . . .  , 
где Xn = е-п , х� = e-(n+l) .  Легко видеть, что /Llп /  = lxn -
х' 1 = / e-n - e-(n+l) l < e-n � О. Поэтому для любого n п�+оо б >  О при достаточно большом n будет /Llп /  = /хп - х� /  < б. 
Однако при этом /6fn l = /f(хп) - f(x�) 1 = 1 ln Xn - ln х� / = 

х e-n 
l ln ---..:: 1 = l ln ( ) 1 = ln е = 1 . Таким образом, взяв, на-

х' е- n+l n 
пример, Е = � ,  получаем , что для любого б > О имеются 
пары точек (хп , х�) с условием: / 6n l  = lxn - х� / < б, но 
одновременно /дfп /  = / f(xn) - f(x� ) l  = 1 > Е = � ·  Это 
означает, что что данная функция не является равномер­
но непрерывной на указанном интервале. 

Задачи для самостоятельной работы. 
Исследовать на равномерную непрерывность функцию 

!( х) на указанном промежутке: 
8 .6 .  f(x) = arctg x, -оо < х < +оо. 
8 .  7. j ( Х)  = 2х COS �,  О < Х < 1 .  
8.8. f(x) = х + cos x, -оо < х < +оо. 
8.9 f(x) = cos х + sin х, -оо < х < +оо. 
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g.10 f(x) = ( 1 + sin x)2 ctg x ,  О <  х < � · 
о :ветьi: о т 

я равномерно непрерывна. Любому Е > со-
функди 

g.б . т например, всякое б =  б(Е) , удовлетворяющее 
ответствуе ' 

. 7Г Е( 7Г2 - 4) . 
ству: О < б(с) ::; mш{ -2 ' 4 } , 

ра.вен u не 
функция не является равномерно непрерывнои. 

В·1·Ф нкция равномерно непрерывна. Любому Е > О со-
8·8 · у 

например всякое б =  б(с) , удовлетворяющее ответствует, 
" '  

е авенству: О <  б ::;  З ·  
н р Ф нкция равномерно непрерывна. Любому Е > О со-

�;:�с;вует, например, всякое б =  б(Е) , удовлетворяющее 

неравенству: О < б (Е) ::; Jz · 
8. 10 Функция равномерно непрерывна. 
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Михаил
Записка
т.к. при x>0 все хорошо с функцией, рассмотрим значения вблизи 0: x' = delta; x'' = delta/2 (нам нужно, чтобы расстояние между точками было меньше delta). Если на них функция не будет равномерно непрерывной, то не и на отрезке в целом не является. Тогда:
Exist epsilon = ln(2): exist delta > 0: exist x''=delta, x''=delta/2:
|x'-x''|<delta.Но |lnx'-lnx''| = |ln delta - ln delta/2|=|ln delta/ (delta/2)| = ln 2 = epsilon. Противоречие. Зн. f(x)не явл. ран. непрерывной) 
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